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Bei der Abfassung des vorliögendört WeAes verfalgte der 
Verfasser einen doppelten Zweek: erstlicli wütiöchtö er ein Lehr- 
feüct zu schaffen, Welches den Stotf für den mathematigchcrt üö- 
terricht in der Öelectä dnöf reorganisiften Göwerbeschülö Met^, 
also demjenigen, der die höheren Studio nicht b^i'dben will, eitle 
für seine Zwecke genügende Kenntniss der Algebra gibt, ftttd^ftl- 
theils aber sollte auch ein Lehrbuch gclschaff!ätt werdfett. Welches 
eine geeignete Zwischenstufe zwischen den auf den höheren Lehr- 
anstalteti g^khrten Theilen der Algebra und der auf den Hoch- 
schulen vorgetragenen Mathematik bilden und so eine Erleichterung 
ftir das Studium der mathematischen Wissenschaften geben würde. 

Aus den angedeuteten Zwecken ergab sich sofort die Ab- 
grenzung des au&unehmenden Stoffes, der demgemäss auch Theile 
enthalten muss, die eigentlich in die Analysis gehören, deren Kennt- 
niss aber für die angegebenen Zwecke und für die Entwicklung 
des Ganzen nothwendig ist und doch als bekannt nicht vorausge- 
setzt werden kann. 

Anlehnend an die niedere Algebra werden zunächst kurz die 
Lehren von den Potenzen, Wurzeln und Ijogarithmen berührt und 
die Auflösungen der Gleichungen zweiten, dritten und vierten Gra- 
des gegeben ; sodann werden im folgenden Abschnitte die Eigen- 
schafben und Gesetze der höheren arithmetischen Reihen, der Per- 
mutationen u. s. w. und hieran anschliessend die Auflösung der 
Gleichungen ersten Grades mit mehren Unbekannten durch die 
Determinante gezeigt und schliesslich das Binom und Polynom ent- 
wickelt. Der dritte Abschnitt behandelt die Kettenbrüche und die 
Congruenzen ersten Grades; der vierte beschäftigt sich mit Haupt- 
eigenschaften der ganzen algebraischen Functionen mit reellen 
Fortschreitungsbuchstaben .und sind hierbei die Derivationen schon 
aus dem Grunde eingehender betrachtet, weil dieselben ftir die 
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Lehre der Gleichtragen nothwendig sind, di^ — dem Zwecke des 
Baches entsprechend — Kenntniss der Differential-Kechnung nicht 
vorausgesetzt ist. Die demnächst erscheinende zweite Hälfte wird 
die Functionen mit complexen Variabein, die Reihen und die Glei- 
chungen behandeln. 

In der Art der Behandlung des Stoffes, sowie namentlich in 
einzelnen Theilen der beiden Abtheilungen ,.Binom und Polynom" 
und „Reihen", in Wahl und Ausdehnung ies Stoffes hat sich der 
Unterzeichnete an die Vorlesungen des der Wissenschaft so früh 
verstorbenen Professor Beer in Bonn gehalten , dessen schriftliche 
Aufzeichnungen hierüber dem Verfasser zu Gebote standen. Be- 
sonders ist dies noch in Bezug auf die analytische Behandlungs- 
weise der Fall, die schon in der Absicht zeitweise angewendet 
wurde, um^ den Schüler mit dieser Methode in etwa bekannt zu 
machen. 

Coblenz im März 1871. 

Dir. Dr. Ad. Dronke. 



Vorrede. 



In dem Vorworte zur ersten Abtheilung des vorKegenden 
Werkes hat der Verfasser bereits den bei der Abfassung ver- 
folgten Zweck kurz angedeutet, und sich über die Ausdehnung 
ausgesprochen, die das Werk erhalten solle. Indem der Ver- 
fasser jetzt die zweite Hälfte und damit den Schluss dem Pu- 
blicum vorlegt, bleibt demselben noch die Pflicht, sich etwas 
weiter über die Anordnung, Wahl und Behandlung des Stoffes 
auszusprechen. 

Was zunächst die Ausdehnung und Behandlung des Stof- 
fes anlangt, so ist es klar, dass eine Beschränkung auf die 
Analysis des Endlichen bei den früher ausgesprochenen Zwe- 
cken nicht genügen konnte. Die Infinitesimal-Rechnung kann 
nicht als bekannt vorausgesetzt werden und doch konnte ohne 
Kenntniss der Differentialquotienten und des Taylor'schen 
Lehrsatzes die allgemeine Theorie der algebraischen Gleichun- 
gen nicht vorgetragen werden. Der Verfasser behandelte da- 
her ausführlich den Abschnitt über die Functionen und führte 
den Begriff der Derivationen ein, ebenso wie auch der Taylor'- 
sche Lehrsatz (jedoch nur für die ganzen algebraischen Fun- 
ctionen) bewiesen wui*de. 

Da mithin die Grenze zwischen der Analysis des End- 
Uchen und Unendlichen nicht innegehalten werden konnte, 
ohne den Zweck des Buches zu verfehlen, glaubte der Ver- 



fasser auch andere Abschnitte aus der Analyse des Unend- 
Kchen aufnehmen zu dürfen, deren Kenntniss (nach dem Re- 
glement über die Organisation von Gewerbeschulen) von den 
Selectanem der Gewerbeschule verlangt wird und deren An- 
wendung eben eine häufige ist; dies gilt namentlich von den 
Reihen. 

Umgekehrt konnten einzelne Theile der Algebra, welche 
zum Theil für den Zweck zu weit lagen und das Werk zu 
sehr ausgedehnt haben würden, ausgelassen werden, ohne dem 
Ganzen einen Eintrag zu thun; so die Congruenzen zweiten 
Grades, welche eine so ausführliche Behandlung verlangt hät- 
ten, dass hierdurch das vorliegende Werk einen wesentlich 
anderen Charakter als beabsichtigt erhalten haben würde; 
ebenso wurde der Beweis des Ab^Tschen Satzes, die Ausfuh- 
rung des Theorems von Tschirnaus sowie die algebraischen 
Gleichungen mit mehren Unb.ekannten ausgelassen, da deren 
Vollständige Behandlung ausserhalb der dem Zwecke des .Bu- 
ches entsprechenden Grenzen lag. 

Ein besonderes Gewicht wurde bei der Abfassung auf die 
Wahl der Beispiele gelegt, die vorzüglich aus dem Gebiete der 
Physik und Mechanik genommen wurden ohne Berücksichti- 
gung der analytischen Geometrie, um ni€ht zu weit in das 
Qebiet d-er Analyse überzugehen. Erfahrungsgemäss ist es für 
Anfänger am schwierigsten, die abstracten, in ihrem Beweise 
auch vollständig verstandenen Lehrsätze auf concrete Fälle 
anzuwenden, und mussten daher möglichst verschiedenartige 
Beispiele, um die Vielartigkeit der Anwendung zu zeigen, aus'- 
gesucht werden. Der Verfasser hofft, dass es ihm grade durch 
die Wahl der Beispiele gelungen ist, den Werth des Werkes 
erhöht zu haben. 

In Bezug auf die Anordnung des Stoffes hat der Ver- 
fasser die Reihenfolge gewählt, die er (in den ersten Theilen) 
mit Erfolg bei den Schülern angewendet hat. Systematischer 



wäre es freilich gewesen, wenn die Kettenbrüche als erster 
Abschnitt aus der höheren Algebra behandelt worden waren, 
doch wird die gewählte Ordnung die Brauchbarkeit des Bu- 
ches nicht schmälern. 

Sollte das Werk zu einer Erleichterung des Studiums 
der Mathematik beitragen, indem es den Leser befähigt, ent- 
weder auf der Academie den Vorträgen über Infinitesimal - 
Rechnung und analytische Geometrie zu folgen, ohne Vorle- 
sungen über die Analyse des Unendlichen etc. vorher gehört 
zu haben, oder bis zu einem gewissen Grade die Ausführun- 
gen in der theoretischen Technik zu verstehen, so ist der Zweck 
des Verfassers erfüllt. 

Schliesslich bleibt mir noch die angenehme Pflicht, dem 
Herrn Verleger für die schöne Ausstattung und die Billigkeit 
zu danken, die der Verbreitung des Werkes nur von Nutzen 
sein dürften. 

Coblenz im Dezember 1871. 

Dir. Dr. A. Dronke. 
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Einleitung. 



Unter Algebra versteht man den allgemeineren Theil der 
Analysis des Endlichen, welche sich mit der Umformung der Zahlen- 
ausdrucke beschäftigt, während die Analysis des Unendlichen ihren 
Ausgangspunkt bei der Betrachtung der stetigen Aendrungen von 
Zahlenausdrucken nimmt. Als spezieller Theil ordnet sich der 
Algebra die Arithmetik unter, welche die Operationen des Rech- 
nens mit bestimmten Zahlen lehrt und in ihren höheren Theilen 
die Erforschung der Eigenschaften der ganzen Zahlen zum 
Zwecke hat. 

Als Ziel der Algebra muss man die Lösung der Gleichungen 
betrachten und geben alle übrigen Theile eigentlich nur die Hülfs- 
tormein, deren man sich bei der Lösung der Gleichungen zu 
bedienen hat. 

Die Algebra zerfällt in eine niedere und eine höhere; erstere 
umtasst die Lehren von den Potenzen, Wurzeln, Logarithmen 
(von reellen Zahlen) , sowie von den Gleichungen ersten , zweiten, 
dritten und vierten Grades; letztere lehrt die allgemeine Theorie 
der Gleichungen und bedarf daher weiterer Hulfsmittel, als die 
Lehren von den- Potenzen^ Wurzeln und Logarithmen. 
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Erster Abschnitt. 

Aus der niederen Algebra. 

Ersites» Kapitel. 

Potenzen j Wurzeln w%d Logarithmen, 

Reelle Zahlen. Es wird in diesem Abschnitte zunächst 
vorausgesetzt, dass die Zahlen alle reell seien. Um einen Begriff 
(fieser let^teiien zu eiiialten, denke man sieh alle ganzen positiven 
und' negativen Zahlen von + oo bis — oo, z. B. : 

— ^ —4 —3 —2 —1 ztO -Hl 4-2 -f-3 +4 .... -l-o© 

und^ schiebe hierauf zwischen je zwei aufeinander iolgendje Zahlen 
neon Glreder der arithmetischen Reihe ein, deren äusserste Glieder 
die beiden Zahlen selbst sind, z.B. zwischen +3 und +4 die 
Zahlen (inel. der Endglieder): 

3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,& 3,9 4^0. 

Setzt -man diese Operation fort, indem man' wiedttfuo» 
zwischen je zwei Glieder der auf diese Weise erhaltenen! Zahlen* 
reibe ak Endglieder neun Glieder einer aritbmetisohen Reihe eid^ 
fftg^i, z.B. zwischen —2,6 und — 2,5: 
—2,60 -2,59 -2,58 -2,57 —2,55 -2,54 -2,53 —2,52 

-2,51 —2,50 
und schiebt immer aufs Neue solche Zahlen ein, deren Differenzieu 
immer kleiner und kleinei' werden, so erhalt man schliesslich Reihen 
von Zahlen die sich um eine beliebige kleine Grösse unterscheiden, die 
stetig aufeinander folgen, wenn man den Unterschied auf eine un- 
messbar kleine Grösse herunter drückt. Diese erhaltenen Zahlen aller 
der verschiedenen Reihen sind reelle Zahlen und die einzigen reellen. 

Potenzen. Unter einer Potenz versteht man das Product 
von mehren gleichen Faktoren; der Factor (es sei a) heisst Basis 
oder Dignand, die Anzahl der Factoren (m) wird Exponent genannt, 
und man schreibt die Potenz: 

1* 



Versteht man unter m und n positive und ganze Zahlen, dö 
ergeben sich aus der Definition sofort die Gesetze: 

1. o'^.o» = a^-^^ 

2. a'^ia'' = a"»-*» 

3. (jf'y = o»»« 
4 (o6)*" = o*» 6* 

5. (a : 6)"» = a"* : 6"*. 

Bei der zweiten Regel muss man zunächst annehmen, dass 
m'^n ist. Setzt man m»n, so ergibt sich sofort: 

6. ao == 1. 

Nimmt man dagegen m < n , so ergibt sich hieraus die De- 
finition der Potenzen mit negativen Exponenten: 

7. a-P = \. 

aP 

Mit Hülfe dieser Definition sowie der obigen 5 Regeln ergibt 
sich sofort; dass diese letztern auch ihre Gültigkeit behalten, wenn 
m oder n, oder beide Zahlen ganze und negative Zahlen sind. 

Wurzeln. Ebenso wie man aus einem Producte und dem 
Multiplicator den Multiplicanden , aus dem Producte und dem Mul- 
tiplicanden den Multiplicator finden kann, wie also der Multiplication 
zwei Umkehrungen gegenüber stehen, ebenso gibt es zwei Um- 
kehrungen vom Potenziren. Ist die Potenz und der Exponent ge- 
geben, so kann man sich nach der Basis fragen und erhält diese 
durch Radicirung oder Wurzelausziehen ^ während das Logarith- 
miren lehrt, den Exponenten finden, wenn Potenz und Basis bekannt 
sind. Aus dem Gesagten ergibt sich sofort als Definition der 
Wurzel: 

mi m 

V « = a 
oder 

Q «r = «. 

Stellt a eine positive Zahl dar^ so zeigt eine einfache Betrach- 
tung, dass es auch stets eine positive Zahl gibt, die in die m\^ 
Potenz erhoben, a gibt, d.h. ^a hat dann stets einen positiven 
reellen Werth. Denkt man sich zu dem Behufe eine grade Linie, 
auf welcher man von einem Punkte aus ein Stück OP ab- 
schneidet, so kann man die Grösse desselben durch eine Zahl aus- 
drücken^ sobald man nur eine Längeneinheit annimmt. Umgekehrt 
kann man von aus auf der Graden stets ein Stück abtragen, 
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Welches genau einer gegebenen Zahl entspricht. Und so ist man 

also im Stande, indem man von ausgehend nach rechts die 

Fig. 1. 



P 

Abschnitte positiv^ jene nach links aber negativ zählt, alle reellen 
Zahlen sich darzustellen und jeder Punkt der Graden stellt durch seine 
Entfernung von eine reelle Zahl x dar. Errichtet man nun in 
den stetig aufeinander folgenden Punkten Perpendikel und schneidet 
auf diesen von den Fusspunkten aus Strecken ab^ welche den 
Zahlenwerthen von x^ entsprechen, indem man die Perpendikel 
nach der einen Cz. B. obern) Seite, wenn x^ positiv, und nach der 
der andern (untern) Seite abschneidet, falls x^ negativ ist, so erhält 
man in den Endpunkten dieser Perpendikel eine stetige Reihe von 
Punkten, welche mit einander verbunden eine krumme Linie (Parabel 
des mten Grades) geben. Eine wesentliche Verschiedenheit zeigen 
diese Kurven, je nachdem m eine grade oder eine ungrade Zahl ist; 
z. B. stellt Fig. 2 die Curve für w = 2 , und Fig. 3 jene für 
m sss 3 dar: 

Fig. 2. Fig. 3. 



cf. 







I. 



/ 



I 



u 



Tu 




Bei allen Kurven , bei denen m grade , liegen die beiden von 
ausgehenden, bis ins Unendliche steigenden Theile (Aeste) der- 
selben auf der einen (positiven) Seite der Graden, dagegen für 
ungerade m liegen dieselben auf verschiedenen Seiten. Errichtet 
man nun, wenn die ^^ gesucht werden soll in ein Perpendikel, 
schneidet auf demselben von aus ein Stück gleich a ab (es sei 
a positiv nach der frühern Voraussetzung) , und zieht durch den 
Endpunkt des Perpendikels eine Parallele zu der Graden, so schneidet 
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dieselbe jedentalls die Curve, welche durch x^ dargestellt wir, auf 
der positiven Seite in einem Punkte; föJIt man von diesem ein Per- 
pendikel auf die Grade OP, dessen Länge also a ist. so erhält man 
in dieser Graden einen Punkt, dessen Abstand von in der mten Po- 
tenz durch das Perpendikel dargestellt wird, also ^ a ist. Es ent- 

$prijchi somit der ^a, falls a positiv ist, eine reelle positive Zahl. Ebenso 
schneidet aber auch die Parallele die Curve in einem zweiten Punkte, 
wenn m eine grade Zahl ist, da wie bereits bemerkt alsdann die 
beiden von ausgehenden Curvenäste auf derselben Seite ile.r Graden 
liegen. -Ii>dem man dieselbe Construction wie eben ausfuhrt, erhält 
man also zwei Werthe, welche in der mten Potenz a geben, d. h. jede 
Wurzel aus einer positiven Zahl mit gradem Exponenten ist zwei- 
Aentig. Wie man sofort ersieht, liegen hierbei die beiden Curven- 
äste in Bezug auf das in errichtete Perpendikel symmetrisch und 
sind daher die beiden erhaltenen Wurzelwerthe von a absolut gleich, 
aber von umgekehrt<Mn Vorzeichen. 

Ist dagegen a negativ, so entspricht nur dann dem Werthe von ^a 
eine reelle und zwar negative Wurzel, wenn m ungrade ist, da im an- 
dern Falle für ein gradesm beide Theile der Curven auf der positiven 
Seite liegen^ während die durch den Endpunkt des Perpendikels a 
gezogene Parallele auf der negativen Seite liegt, so dass dieselbe die 
Curve nicht schneiden kann, d. h. bei negativem a und gradem m gibt 
es keinen reellen Werth von ^a. Unter der Voraussetzung von reellen 
Zahlen gelten nun folgende, aus der Definition der Wurzel sich 
ergebende Gesetze: 



1. Vv« V« 2. Va" V«** 

3. v«'* = «IT 4. Vö- V^ =Vfl6 



ntj — »»I— - m, w>/-T- »"/ .- 

O. yja: ^ b^ yjaib 6. a\b = V'*'" • ^• 
Hierbei bedeuten naturlich m^ n und p ganze positive Zahlen 
und bei 2 istpTheiler von m und n, bei 3 ist noch n^q,m, Lässt 
man diese Bedingung fallen, so ergibt sich aus diesem Gesetze der 
'Begriff einer 

ge}>roelien6n Potenz. Es bedeutet also , unter m und n 
'noch immer positive Zahlen verstanden, eine Potenz mit gebrochenen 
Exponenten die Wurzel aus einer Potenz, deren Wurzdexponefnt 
der Dividend des Bruches ist: 



a 



n 
m 



m, — 



a "» =5 
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Fnr diese Potenzen gellen , wie «ich mit Holte der De§nition und 
unter Anwendung der Gesetze von den Wurzeln und den Potenzen 
leicht zeigen lässt, dieselben Regeln, wie för Potensen mit ganzen 
Exponenten. 

Lässt man nun noch die ßedingung fallen, dass •m und n 
positive iZahlen seien, so gelangt man zu dem Begriffe von ne|[a- 
tiv gebrochenen Potenzen, 4erra Definition sich aus tler 
Gleichung ergibt: 

Dass för diese Potenzen ebenfalls die Potenz-Regeln gelten, zeigt 
sich auf leichte Weise aus der Definition derselben. 

Logarithmen« Bereits oben ist auf den Begriff des Loga* 
rithmus hingewiesen worden. Ist nämlich Potenz und Basis be- 
kannt, so nennt man den Exponenten den Logarithmus der Po- 

B 

tenz zu der gegebenen Basis; ist also B^ ^ss a, so ist o? = loga 
und als Definition ergibt sich also: 

B 

Sind B und a beide positiv und dabei B^l, so gibt es immer 

B 

eine reelle Zahl für log a. Um dies zu zeigen, kehren wir zu der 

geometrischen Darstellung zurück. Man denke sich wiederum auf 

einer Geraden von einem Punkte O aus nach beiden Seiten die 

continuirliche Reihe der reellen Zahlen durch die Abstände der 

continuirlicben Reihe von Punkten von O dargestellt, indem alle 

positiven Zahlen nach der einen Seite, alle negativen nach der 

andern hin gerechnet werden, und denke sich, dass die Abstände 

der Punkte von O die Zahl x bezeichnen, und errichte nun in 

allen Punkten von — oc bis +00 Perpendikel, deren Länge von 

der Geraden aus gerechnet zu B^ bestimmt werxlen, so bilden die 

Endpunkte wiederum in ihrer continuirlicben Folge eine Curve. 

Im Punkte wird das Perpendikel die Länge 1 erbalten und da 

1 
stets B"^ = -^ für ein positives B positiv bleibt, so sind alle 

Perpendikel positiv , d. h. die Curve liegt ganz auf der einen Seite 
4er Geraden und nähert sich .der letztern auf <ler negativen Seite 
mit wachsendem x iMmer mehr und mehr, ohne dieselbe im End- 
lichen zu schneiden; avf der positiven Seite der Geraden wachsen 



die Perpendikel immer mehr bis ins Unendliche und die Curve 
steigt daher ins Unendliche. ^ 

Trägt man nun auf dem ^'S- ^■ 

Perpendikel in von diesem 
Punkte aus den Werth a ab, von 
welcher Zahl der Logarithmus zu 
bestimmen sei, und zieht durch 
den Endpunkt dieses Pei'pendikels 
eine Parallele zu der Geraden, so 
schneidet diese die Curve in einem 
Punkte , falls nur a positiv ist. 
Fällt man von diesem Schnittpunkte ß 

auf die Gerade ein Perpendikel, so '-9" 

hat dies wiederum die Länge a, und der Abstand des Fusspunkles 

B 

dieses Perpendikels vom Punkte stellt loga dar, da die Perpen- 
dikel der Bestimmung nach die Potenzen von B darstellen, deren 
Exponent der Abstand des Fusspunktes des Perpendikels vom 
Punkte ist. Aus dieser Betrachtung ersieht man auch sofort 

B 

dass für negalive a keine reelle Zahl dem loga bei positivem B 
entspricht. 

Aus der Definition des Logarithmus und aus den Gesetzen 
für die Potenzen folgen für reelle Zahlen die Gesetze: 
B B B 

1. log (ab) =: log a + lag b. 

2. Ig(a:6) = Iga — Ig6. 

3. Ig(a") = m.lga. 

4. lg(,/<l) *: —-lg«. 

Ä 

5. lg 1 =0. 

Ein Logarithmensyslem ist der Inbegriff aller Logarithmen 
für dieselbe Basis. Die Beziehungen tür die verschiedenen Systeme 
untereinander — deren hauplsäcblichste das natürliche lür die 
Basis e^2,71828... und das künstliche oder Brigg'sche für die 
Basis 10 sind — ergeben sich leicht aus nachstehenden Betrach- 
tungen. Es sei für die beiden Basen £i und B, 
d = Bt'>, a >= Ä,"^», 



80 ist: 



und somit: 
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Iga = Iga.lgBj» 

«2 »1 1 

Iga = Iga. 



Vermittelst der letzten Formel kann man leicht die Loga- 
rithmen eines Systems aus denen eines andern berechnen, indem 

man nämJich die letzteren mit einer Constanten ^ dem reciproken 

« 

Werth des Logarithmus der neuen Basis für die alte, multiplicirt. 



Zureiter Kapitel. 

Quadratische i cuhische und biquadratische Gleichungen, 

Beine quadratische Olelclmiigen. Die Form der reinen 
quadratischen Gleichung ist 

1. x^ — a = 0. 

Hierbei kann a>Ooder a<0 sein. Im ersteren Falle kann man, 
*da nach dem früher Bemerkten für a stets eine reelle Quadrat- 
wurzel existirt, a^ an die Stelle von a setzen und erhält alsdann 

a?* — a* = 
oder 

2. (a?— a)(a?H-a) = 0. 

Diese Gleichung wird identisch sowohl wenn 

X — a s= 0, 

als auch, wenn 

icH-a = 

gesetzt wird, d.h. die reine quadratische Gleichung hat zwei ab- 
solut gleiche Wurzelwerthe von verschiedenem Vorzeichen oder mit 
andern Worten: die Quadratwurzel, wie bereits früher bemerkt, 
ist zweideutig. Die Wurzeln der Gleichung sind also 

a?i = -I- ^a und x,^ == — V«. 
Ist a jedoch ^0, so führt dies zum Begriff des Imagi- 
nären. Es sei in diesem Falle a ^ — a^, alsdann gibt es 
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keinen reellen Zahlenwerth von x^ welcher die GJeichung 

a;2 = — a^ 

befriedigte; es gibt jedoch einen Ausdruck, welcher dieGleirbung 
befriedigt, nämlich^ — a* oder a.^ — 1 und ebenso auch, wie 
man sofort ersieht, — a.yj — 1, Diese beiden Wurzeln werden 
imaginär genannt. 

Die Zahl yj — 1 wird mit t bezeichnet und auch die ima- 
ginäre Einheit gejiannt. Aus dem Begriffe von t ergeben sich 
leicht nachstehende Gesetze für dasselbe: 

1-2 « —1, 

t3 = ,-2.,- s= — t, 
I* s i^.t^ = -f-l 

und ganz allgemein unter n eine ganze Zahl verstanden: 

4. t^» = +1, 

Unreine quadratisclie Olelchungen. Jede unreine qua- 
drstische Gleichung mit einer Unbekannten lässt sieh jiuf die all- 
gemeine Form bringen: 

ax^-\'bx-\rc ss= 
o4er durch Division mit a auf beiden Seiten: 

x^-i-a^x-hbi = 0, 

b c 

wo ai Ä — und Ä| = — gesetzt ist. Der Kürze halber «oll hier 
a a 

stets letztere Form der allgemeinen Gleichung beibehalten werden 
unter Weglassung der Marken. Zunächst muss man diese Gleichung 
reduciren, d.h. auf eine Form zurückführen, in welcher die Un- 
bekannte nur in der zweiten und nicht mehr in der ersten Potenz 
auftritt. Zu diesem Behufe setze man: 

X = y-Hm, 
wo m eine noch näher zu bestimmende Constante bedeutet, in die 
Formel ein und erhält somit statt jener: 

(y -f-m)*-|- a(y-f-m) -1-6 = 
oder 

y2+y(2m-hfl) +«i*-|-atw-|-6 = 0. 

Diese letztere Formel ist jedoch eine reducirte Gleichung 

«weiten firaudes, sobald man 
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2w -|-a=Od. i. m = ^ 

setzt. i)a(kirch erhält die iGieichvng jetat die 'Fcn'Bi 

6. y*-»-ft— ^ = 

-und somit ergaben sich als die beiden <Wurzelwerthe dieser 
-Giekhnng 6: 



7. 



yi = Y T~*' 



"Die Wurzelwerthe der ursprungh'chen Gleichung (2) sind also : 

7a. 



a?2 = -Y-Yt~*- 



Offenbar häogt die Reellität des Wurzelausdrtieks davon ab, ob 
fl2 — 46 S ist und kann man daher die verschiedenen mög- 
lichen Fälle in folgender Weiße \UB(erschieiden : 

x^-i-ax + b = 0. 



Xi 






6 < 



6 > 



a < a > 

xt > a?i > .0 

a?2 < a?2 < 

(a?,)>(a?2) (xt)<(x^). 



o* — 4ft >0 



0»— 46 « Ö 



^2 — 46 < 



o<0 a>0 
a?i>0 a?i<0 
a?:j>0. X2<0 
(a?,)>(a?2) (a?,)<(a?2) 



a?i =a?2 ^ —IT ^i = 



— a — ^ib — a*.i 



2 •^"'- 2 

_ — o — ^46 — fl.t 

Hierbei si4id mit (xi) und (072) die absoluten Werlbe der Wurzeln 
— «ibgesehen vom Viirzeieben — beseicbnet. 

Aus den Werthen 7». ersieht man sofort 4ie folgenden Eigen- 
schaften der Wurzeln der Gleichungen zweiten Grades: 
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8, a?| -|- a?2 ^ — ö> 

sowie dass beide Wurzeln gleichzeitig reell oder nicht reell sind. 
In letzterem Falle nehmen also die Wurzeln Werthe von der 
Form p-i-qi resp. p — qi an. Zahlen von dieser Form nennt 
man complexe Grössen. Einfache Betrachtungen zeigen, dass 
die Rechenoperationen mit complexen Zahlen stets wieder com- 
plexe Zahlen ergeben» Es seien a + bi und c -H di zwei complexe 
Zahlen, so erhält man durch deren Addition oder Subtraction 
(dzhc) ■i'{bdtd)iy also wiederum eine complexe Zahl, so lange 
nicht 6=h(i = ist. Die Multiplication der beiden ergibt: 
(ac — bd) -i- {bc -{- ad) i , also ebenfalls eine solche Zahl. Der ima- 
ginäre Theil verschwindet hier nur dann, wenn bc-i-ad^ssO d.i. 

-r- = T- ist. Um dasselbe bei der Division zu zeigen, beweist 

d 

man zunächst den Satz, dass, toenn zwei complexe Zahlen ein-- 
ander gleich sind, die reellen Theile derselben untereinander und 
ebenso die imaginären untereinander gleich sein müssen, 
£s sei 

so ist auch 

(r — m) Ä (n — s)t 
oder nach der Quadrirung 

(r— w)* -H (n— «)* = 0. 
Dies ist aber, da r, s, m und n reelle Zahlen vorstellen und 
die Quadrate reeller Zahlen stets positiv sind, nur möglich, wenn 
gleichzeitig ist: 

r SS m und s = n. 

Und diese Gleichungen drucken den obigen Satz aus. 
Kehren wir nun zur Division zurück. Man setze: 

a-i-bi 

und bestimme hierauf p und q. Zu dem Behufe multiplicire man 
den Quotienten in Dividend und Divisor mit c — dt, und erhält so: 

(ac -f- bd) -H {bc—ad)i . . 

?Trf^ " P^^'- 

Da aber nach dem oben Gesagten hier die reellen Zahlen und 
die imaginären Zahlen ^er Complexe entsprechend gleich sein müssen, 
so hat man: 
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flc+M bc — ad 

£s müssen daher, wie diese Ausdrucke zeigen^ p und 9 end- 
liche, bestimmte Zahlen darstellen^ wenn nicht e und d gleichzeitig 
verschwinden, q kann nur dann den Werth erhalten, wenn 

± 1- 
c d 

d. h. wenn der Dividend des obigen Quotienten ein Vielfaches des 
Divisors ist. Man erhält also stets — ausser diesem letzten Falle — 
durch Division zweier Complexe wiederum einen Complex. 

Der allgemeine Beweis, dass durch Potenziren und Radiciren 
eines Complexes wiederum ein solcher entsteht, ist erst möglich 
nach dem binomischen resp. polynomischen Lehrsatze. Dagegen 
kann man hier bereits die Richtigkeit des Satzes für die Expo- 
nenten 2 und 3 mit Leichtigkeit nachweisen. Es ist nämlich: 
(fl+ftf)2 « (o*— 6») + 2fl6t 

Bei dem Radiciren tritt man denselben Weg zum Beweise an, 
der bereits früher bei der Division eingeschlagen wurde. Es sei 

Va + 6« = p-irqi, 
so ist auch: 

a-{-bi Ä (p* — q^)-{'2pqt 
oder es ist 

^a Ä p^ — g*, 6 s= 2pq 

und somit, wenn man ? = ö~ io erstere Gleichung einsetzt 

oder 
d. h. 



^ = Y =*= V 4 + T 



Da p und q selbst reelle Zahlen vorstellen sollen, yja^ + 6* 
jedenfalls reell und zwar grösser als a ist, so kann in obigem 
Ausdruck nur das positiven Yorzeiche der Wurzel genommen 
werden und ist daher: 



— 14 



f ' 



b y-|-l-i>/a2 + 62 



^ "" 2p ™ "^^ a-i-yja^-hh^ 

imd' ist dieser Aasdruck ebenfalls stets reell. Daher ist die Quadrat- 
wurzel' eines Complexes selbst wieder ein Compiex. 

Setzt man hierin a = und 6 « 1, so wird: 

9. vt = ±(Vi-*-Vi.0 = ±V4.(i+0 

und ebenso: 

9a. V-« ==±(V1 — >/i.0-=±VUl~O 

10. ^1 «= Vvi- -= >/±7I(i+ö = yi.V±(i+o. 

Setzt man, vm diesen Ausdruck noch weiter umzuformen, in die 
obigen Formeln a »= 1 und 6^1, so erhält man Bei Berechnung 

von ^l-i-i: 

und somit ist: 

Zwei weitere Werthe von y/i erhält man, wenn man mittels der 
früheren Formeln ^ — 1 — i berechnet : 

IIa. y.-:^ j.yi.V>;f^i.(^^^r^7'). 

Beine cublsclie Olelehimgen. Die Form der reinen 
cubischen Gleichung ist: 

Ist a positiv , so gibt es stets eine und zwar nur eine positive 
reelle Zahl, deren Cubus grerch a Ist, also der Gleichung genügt. 
ist a negativ, so gibt es ebenso stets einen und nur einen negativen 
reelltn Werth für x, dessen Cubus jener negativen' Zahl a gleich 
ist. Dieser reelle — positive oder negative — Werth soll mit o? 
btzeichnet werden, so baben< wir also 

a?» as a* oder a; axs a. 
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Es soll nun untersucht werden, ob nicht noch andere] WertlM^ 
von X der Gleichung genugipn. Zu diesem Behüte formen wir die 
Gleichung etwas um; es ist 

j-a — a« = 
oder 

13. (a?— a) (a?« -hax-h «*) — 0. 
Dieser letzteren Gleichung wird aber nicht blos Genüge ge- 
leistet, wenn man 

X— a:ssOd, h. xsssa 
setzt, sondern auch wenn 

14 OF* -4- aa? + a* = 
wird. Aus dieses letztern Bedingung leiten sich aber noch die 
beiden Werthe 



X rtx — -f— -^3.1 SS a. 



— l + VS-t 



2 ' 2 ^ 2 



et « /q . 

af SS jr- ^v*>.« = «. 



— 1 — V3.t 



2 2' 2 

ab«, Dieselben sind complexe Grössen und unterscheiden sich, 
gegensetitg nur durch das Vorzeichen von t. Es hat also die reine 
cubische Gleichung nur einen reellen , dagegen zwei complexe 
Wurzelwerthe , welche letztere nur durch das Vorzeichen des Ima- 
ginären unterschieden sind. Bezeichnet man die drei Wurzeln mit 
Xf , X2 und 073 , so ist somit 

15. x^ = \(a, 

a?j « ^a.(— i + J.V3.t), 

Setzt man hierin im Speciellen a 3= 1 , so erhält man also für die 

« 

drei Cubikwurzel - Werthe der Einheit: 

16. ^1 = 1,« v'l = — i4-iV3.t, ^1 = — i— i.V3.t. 
Üie einzelnen Ausdrucke müssen, wie man sofort auch durch 
Rechnung ersieht, im Cubus wiederum die Einheit' geben. So 
ist z. B. • 

(-i+W3.tr = U-1+V3.0*- 

^ 4[— l+3.V3.t — 3.(V3.t)» — 3.V3.t] 

= i(— 14-9) - 8.i = 1. 
Bezeichnen wir die beiden complexen Cubikwurzeln der Einheit mit 
^1 und ^2 ) ^^ kdiTiti man auch die drei Wurzeln einer beliebigen 
reinen cubischen Gleichung durch 
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bezeichnen, wo a der reelle Werth der dritten Wurzel ist. Diese 
sind nämlich, wie die einfache Rechnung zeigt, identisch mit den 
drei ursprunglichen Wurzeln, da: 

Unreine enblsehe Olelehnngen. Die allgemeine Form 
einer Gleichung vom dritten Grade ist: 

17. a?3 + aa?2 + fta? + c = 0. 
Hierbei setzt man voraus, dass die constanten Zahlen alle reell 
sind) und zeigt zunächst, dass stets eine reelle Wurzel vorhanden 
sein muss. Gibt man in der algebraischen Summe 

x^ -h ax^ -hbx-h c 
der Grösse x irgend einen Werth, so nimmt dieser Ausdruck selbst 
einen Werth an, der sich bei steter Aenderung des Werthes von 
X auch stetig ändern muss, da a, 6, c endliche reelle (constante) 
Zahlen sind. Im Speciellen wird der Werth jenes Zahlen -Aus- 
druckes für a? SB +00 ebenfalls +cx), und für a; = — 00 eben- 
falls — 00, da hierbei das erste Glied x^(ss: x'^.x)> ax^+hx-hc^ 

b € 

d.h. X > a-\ h— 9 ist. Daher muss, wenn man x von +00 

X x^ 

|)jg — 00 stetig ändert, die algebraische Summe bei einem be- 
stimmten Werthe-von x, der von selbst verschieden sein muss, 
so lange c^O ist, verschwinden und dieser Werth von x ist die 
Wurzel der Gleichung. Um dieselbe nun zu finden, reducire man 
zunächst die Gleichung, d.h. man bringe sie auf eine andere Form, 
in welcher die Unbekannte in der zweiten Potenz nicht mehr auf- 
tritt. Zu dem Behufe setze man: 

X = y + w, 
so erhält man nach der Substituirung und Ordnung der Gleichung 
nach fallenden Potenzen von y die Form: 
y3+(3wi4-a)y*+(3»n*-4-2awi+% + m^ + am* + 6w,+ c ä 0. 

Setzt man hierin 

3m + d SS 0, 

d.h. lo. m ae — -g-, 

so verschwindet der Coefficient von y^ und die Gleichung ist als- 
dann reducirt: 
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für welche Form man noch setzen kann 

19a. yi^gy-^h = 0, 

wo g und h die leicht zu deutenden Constanlen der Gleichung 
bedeuten. 

Setzt man nun in dieser reducirten Gleichung an Stelle der 
Unbekannten die Summe von zweien: 

so erhält man durch eine einfache Ordnung der Summanden: 

20. (u^-\-v^-{-h) -f- {u-{-v)\3uv-hg) = 0. 
Dieser Gleichung wird aber offenbar genügt ^ wenn gleichzeitig ist: 

21. u^-{-v^-{-h = 

und 

3uv-hg = 0. 
Hieraus folgt aber durch Substitution des Werthes von v aus der 
zweiten Gleichung in die erste folgende neue, Resolvante der 
früheren Gleichung (19^) genannte: 

^'— öA+Ä = 0. 

Durch Auflösung dieser Gleichung nach u^ erhält man: 



3 ^ ^ 



V 4^27' 



woraus nach dem Früheren sofort sich die drei Wurzeln von u 
ergeben : 

ti, = «ii . gl 

unter Qi und q^ die complexen Zahlen verstanden, welche den beiden 
nicht reellen Kubikwurzeln der Einheit entsprechen. Durch einfache 
Rechnung erhält man aus der Beziehung zwischen u und v, indem 
man für u den gefundenen Werth einsetzt^ die 3 Wurzeln für v: 

Vt = Vi Qi 
t;3 Ä Vi .(>2. 

Aus Beachtung der Vorzeichen der Quadratwurzel ergibt sich, 

dass von den sechs Werthen, welche je u und v haben, nur drei 

Wurzelwerthe von y sich ableiten und es stellen sich somit diese 

drei Wurzeln der cubischen reducirten Gleichung, wenn mau noch 

Dronke, Einleitung in die höhere Algebra. 2 
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bedenkt, dass das Product der zusammengehdrigen Wurzeln u.v 
reell bleiben muss, was nur nach dem Frühern bei UiQ.VfQt 
oder «i^t-Vi^i möglich ist, dar durch: 

-4 (AA-|WT-ft-V-T-A/T-6)-V3' 



yj = «,(», + Vi f , s= 



-i 



Der erste Wurzelwerth ist unter fdem Namen der Cardanischen 
Formel bekannt und wurde gefunden von Scipio Ferrei und 
Tartaglia. 

Es sollen nun die näheren Fälle untersucht werden, welche 
eintreten können; die Reellität der Wurzeln hängt von dem Aus- 

drucke x "*" 97 ^'^^ ""^ dieser wiederum von der Constanten 



a^ 



g (= ft ^ der nicht reducirten Gleichung). 

1) g>0. Alsdann ist auch "T "*" 97 >" ^ ""^ sind somit 
die beiden Wurzelausdrucke reell. Ist hierbei noch ä>0, so ist, 

/ä2 g^ h '/ h / h^ p 

da nach y 4''*'27 ^2"' V ~Y'^ V T'*'27 ^ ^ ""^ 

y — -p V4"'*"27 '^^' ^^®"^^^ ist -jedoch letzterer Aus- 
druck absolut genommen grösser als der erstere, und ist somit 
^1 < 0. Das Umgekehrte in Bezug auf das Vorzeichen von ^i findet 
offenbar statt , wenn h<0 ist ; alsdann muss ^1 positiv sein, j/2 
und y.^ sind jedenfalls, gleichgültig ob A < oder > 0, cbmplexe Zahlen, 
da beide Summanden imaginär sind. Ist also in einer reducirten 
Gleichung der Coefficient (g) des Unbekannten in der ersten Potenz 



- 



r 



I 
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positiv y 80 ist eine Wurzel der Gleichung reell und die beiden 
andern sind complexe Grössen, 

2. g s= 0. In diesem Falle hat man eine reine cubische 
Gleichung, die bereits früher betrachtet ist. 

3. g <0. Hierbei haben wir wiederum verschiedene Fälle 
zu unterscheiden: 

+ ^ 



I. I^)<^lxl* '" diesem Falle ist der Ausdruck -i/ -j- 
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h 
noch reell, aber < -^, und sind somit je nach dem Vorzeichen von 

h beide dritten Wurzeln positiv oder beide negativ, und somit das 
reelle y, >0 für ä<0 und yi <0 für Ä>0. yi und y, sind 
wiederum complexe Zahlen, und hat also die Gleichung auch in 
diesem Falle eine reelle und zwei complexe Zahlen zu Wurzeln. 

b. l|=j Ä (~T')* Sofort ersieht man hier, dass: 

und sind somit alle drei Wurzeln reell und zwar: 

yi = — 5^4* 



yi = yi = + y -g 



1^1 > I xr Alsdann ist "V "T "*"|7 "'^^*' ''^®" **"^ 

ergeben obige Formeln scheinbar drei complexe Zahlen. Um jedoch 
zu zeigen^ dass dann alle drei Wurzeln reell sind, müssen wir zu- 
nächst eine Eigenschaft aus der Lehre von den complexen Zahlen 
zeigen. Nach dem Frühern wissen wir, dass die Wurzeln von 
complexen Zahlen selbst wiederum complexe Zahlen sind. Es sei nun : 

24. ^ß -I- fti s- p ^ q{^ 

so erhält man als Bestimmungsgleichungen für die Grössen p und q 

durch Cubirung obiger Gleichung: 

25. a sK p3 — 32,^2 5 J-- ^ptq — ^8 

Wie man leicht findet, wurden p und q durch cubische Glei- 
chungen in ßezug auf p^ und q^ bestimmt, und ergeben beide somit, 
wie bereits oben gezeigt^ für p^ und q^ und daher auch für p und q 



■' (1^) 



9^ 

bedeutet ny absolut genommen, also abgesehen vom Vorzeichen. 



einen reellen IVerlh, dessen Bestimmung hier nicht unternommen 
werden soll. Ist nun ferner noch 

26. >/a — hi = m — ni, 

so hestimmen sich m und n aus den Gleichungen 

27. a = m^ — 3mn^ ft = 3 m^n — n* 

d.h. wenn a und b dieselben Werthe behalten, die sie in obiger 
Formel 24 hatten, so.muss in der Formel 26 

m :=: p und n = q 
sein, oder mit andern Worten: ist 

28. ^a-{-bi = p-{- qi, . 
so ist auch 

V^ — bi = p — ^1. 
Kehren wir nun zu der Discussion der Wurzeln zurück. Es 

^ f h I K^ q^ 

ist offenbar "V — '^''^VX"*"!? ^^ ^^™ ^^^^ behandelten 

Falle eine complexe Zahl und zwar sei es p + qi, so ist der zweite 

Ausdruck 1/ ^ — %/ 'T'^'ot "^ P — 5« und somit 

Vi = P + ^« + P — ^i==2|?. 
2/1 = — i(p+9«+p — ^t) 

+ 4 (P + ^«'— P + ?0 • V3 . «. 
= — p + ^ . V3 . «^ = — p — 5^ . V3. 
^3 = — 4(p + ?«+p— ^0 

— 1(P + ^«— P + ?0 • V3..«. 
« — p-hqylS. 
Wenn also die Cardanische Formel complexe Zahlen- Aus- 
drücke, ergibt, so hat die cubische Gleichung drei reelle Wurzeln, 
Durch Ausführung der Rechnungen findet man noch nach- 
stehende Beziehungen zwischen den drei Wurzeln der reducirten 
Gleichung: 

29. 2/1+2/2 + 2/3 = 

2/i2/^2 + yi 2/3 +3/22/3 = 9 

2/12/22/.'» = — h 
und lässt sich somit auch die Gleichung in folgender Form schreiben 

2/'* + ^y+Ä'=(2/— 2/1) (2/~2/2) (y— 2/3) = 0/ 

Geht man auf die ursprüngliche nicht reducirte Gleichung 
zurück und führt die nicht schweren Rechnungen durch, so findet 
man noch, wenn man für g und h ihre Werthe ausgedrückt in a, 
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b und c setzt und die drei Wurzeln der Gleichung mit a7|, x^ und 
a?3 bezeichnet: 

30. ./i -I- a? , -I- a?j = — a 

a?ta7i+a7,a?3 + a?j.a73 = b 

XiX^Xz = — c 

und somit ist auch noch: 

31. x^-i-ax^-hbx-hc Ä {x — x^) (x—Xi) {x—x^) «= 0. 

Keine blqnadratisehe Grleiehnng. Die allgemeine Form 
einer reinen biquadratischen Gleichung ist: 

32. a?« — a = 0. 

Löst man dieselbe zunächst nach s'^ auf^ so findet man, indem 
man die Zweideutigkeit der Quadrat - Wurzeln beachtet, für die 
vier Wurzelwerlhe derselben: 

33. a?! = + VV^ 
a?2 = — VV^ 
a?3 = -h v~"V^ 
a?4 == — Vt-V'«' 

Ist a positiv^ so sind offenbar der erste und zweite Werth 
reell, der dritte und vierte dagegen imaginär. Bezeichnet man mit 

yja die reelle, der vierten Wurzel aus a entsprechende Zahl, so 
können wir auch die vier Wurzeln so schreiben: 

34. Xi = -H 'J/a x^2 = — v'ö a?» = -H ^a . t 074 = — >/a . t. 
Setzt man hierin a = + 1, so erhält man als die 4 biqua- 
dratischen Wurzeln der Einheit die Werthe: 

+1 —1 +! —I. 

Ist dagegen a negativ, also — a positiv, so ergeben sich unter 
Beachtung der früheren Bestimmungen der Wurzeln von 1 als Werthe 
der vier Wurzeln der Gleichung: 

35. 071=+ ^ — a.>/4-(l+0 

a?j == ■ — yj — 0.^^.(1 + 

^3 = + 'y— o-Vi-(i— 

o;, = — ^ — a,yj^.{l — 0- 

Allgemeine tlleichiing yierten Grades, Eine Gleichung 

vierten Grades kann stets aut die allgemeine Form gebracht werden: 

36. X* -I- ax^ + bx'^ -{-cx-\-d = 0. 

Dieselbe kann man zunächst reduciren, d. h. au( eine andere 
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Gleichung zuiöcktühren, in welcher der Coefficient der Unbekannten 
in der dritten Potenz verschwindet. Zu dem Behüte setze man: 

37. a? =: y - — 

ein, so erhält man die reducirte Gleichung 

38. y* 4-py^ + 9y 4-r =s 0, 

wo die Constanten p, q und r sich leicht aus den früheren a, 6, c 

und d bestimmen zu: 

3a^ 
p^ ft - — 

a« 2ab 
_ aH 3a* qc 

Die so reducirte Gleichung lässt sich durch die Bonbelli'- 
sche Regel auflösen. Es lässt sich nämlich der algebraische Aus- 
druck leicht in ein Product zweier quadratischer Ausdrucke ver- 
wandeln , in welchen beiden der Coefficient der Unbekannten in 
der ersten Potenz gleich, aber von verschiedenem Vorzeichen ist. 
Setzt man also 

39. ^* + py^ 4- gy + r = (y^ + «y + /?) (y^ - ory 4- y), 
so erhält man sofort durch Ausführung der Hultiplication auf der 
rechten Seite als Bestimmungs-Gleichungen für a, ß und y: 

ß + y—a^ == V 
a(ß—Y) = q 
ß,y = r. 
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt 

ß -\-y = p + «^ 

ß—y = -^ 



^ " 2 2a 

Substituirt man diese Werthe in die dritte Bestimmungs- 
Gleichung, so erhält man: 

j-rj . («3 4- pa 4- S') (cc^ + pct—q) = r 
oder 
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und diese Gleichung ist in Bezug auf a^ eine Gleichung dritten 
Grades, dieResoivante der Gleichung 39: 

40. aß4-2pa* + (p— 4r)a^ — g* =« 0. 

Nach dem Vorhergehenden hat aber eine Gleichung dritten 
Grades stets eine reelle Wurzel, die in diesem Falle positiv ist. 
Es ist nämlich das Produkt der drei Wurzeln einer Gleichung dritten 
Grades gleich der constanten Zahl niit umgekehrtem Vorzeichen; 
in diesem Falle ist also das Produkt der drei Wurzelwerthe für a^ 
gleich +9^. Mögen nun a, b und c Werthe haben, welche sie 
wollen, so lange sie nur reell sind, so ist 4-^^ positiv. Das Produkt 
der drei Wurzelwerthe ist positiv und da die beiden imaginären 
Wurzeln stets ein positives Produkt ergeben, so muss auch die reelle 
Wurzel positiv sein. (Wenn alle drei Wurzeln reell, so muss selbst- 
verständlich eine oder alle drei positiv sein.) Da die Ausrechnung 
in den algebraischen Ausdrücken sehr lange Formeln ergeben wurde, 
so wird hier deren Ausführung unterlassen und begnügen wir uns 
mit dem Nachweis, dass also vermittelst der Gleichung (40) dritten 
Grades für a^ ein positiver Werth sich bestimmen lässt. Daher erhält 
man stets für a einen reellen Werth und somit auch für ß und y 
reelle Werthe, und wir sind somit im Stande, die oben angegebene 
Zerlegung des biquadratischen Ausdrucks in zwei quadratische Aus- 
drucke (39) vorzunehmen. 

Die Gleichung 39 wird aber befriedigt, wenn 

41. y'^-i-ccy-hß ^ 

oder 

yl—ccy-i-y = 

gesetzt wird. Man erhält daher vermittelst jeder dieser quadratischen 
Gleichungen zwei Wurzelwerthe, für die biquadratische also im 
Ganzen vier, von denen, wie man sofort ersieht, entweder alle vier, 
oder zwei oder keine reell, die übrigen complexe Zahlen sind. Be- 
zeichnet man die vier Wurzeln mit yi , y^j y^ und ^4 , so wissen 
wir nach dem Früheren, dass 

• 

y^-haß-^ß Ä (y-yi){y—y2) 
y^ — aß-^r = {y—yi){y—yA) 

ist, und ersehen wir daher, dass sich auch der biquadratische Aus- 
druck in das Produkt von vier linearen Factoreu zerlegen lässt: 
42. (y*+P2/2 4-?y +3;) « (y~y,) (y—yz) (y—y^) (y—^ih 
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Hieraus ergeben sich die den gegebenen Formeln bei den 
cubischen Gleichungen analogen Gesetze: 

2/1^2 +^l!/3+ 3/1^4 +3/22/8+^22/4+^3^4 == P, 

yxy-iy^y^ = ^ 

und mit Berücksichtigung der Werthe von p, q und r, wenn man 
noch die vier Wurzeln der nicht reducirten Gleichung mit Xx , 073, 
a?2 und x^ bezeichnet, erhält man tur diese die Beziehungen: 

44. a?! + a?2 +373 + a;^ = — a, 

XxX^-\rXxX^^XiX^-^X^X^-\rX^Xt^-{'XgX^ == 6? 
kZ7| «27 nIZ/ji ~i~il!7j «l/ijiK/i i~ X\X^X ^ -t" XhX^X » -^— Cj 

Eine andere Zerlegung des reducirten Ausdruckes vom vierten 
Grade in zwei vom zweiten Grade zeigt nachstehende Betrachtung. 
Man führe in die reducirte Gleichung 38 die Substitution 

y =.\jq.u 
ein, so erhält man nach der Division mit q die neue Gleichung: 

M* +5fw^+w + A = 
wo g und h leicht zu deutende Constante darstellen. Aus dieser 
Form ergibt sich die neue 



(»■ + 1) 



+ W + Ä— 4-= 0. 



4 



Der Einfachheit wegen denken wir uns 



.2 . 9 



w^ + -%- = — V 
gesetzt, so ist gleichzeitig ^ 

46. u^ + v-^^ = 

und <;- + w-l-Ä— -^ =0. 

Denkt man sich nun, behufs Vereinigung der beiden Gleichun- 
gen zu einer, die letztere mit dem Quadrat eines reellen Coefficienten 
(.1 multiplicirt und alsdann die Gleichungen subtratirt, so erhält man 

47. n'^ — ii\)' ^v — iiH^^ — (.1^ ^Ä — ^^ = 0. 

Hierin hat man nun /i^ so zu bestimmen, dass dieser Aus- 
druck, der in Bezug auf v quadratisch, auf u also biquadratisch 
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ist, sich in das Product zweier in Bezug auf v linearer Ausdrücke 
verwandeln lässt. Es sei: 

48. «* — /*V + v — /t*M+-|- +/»*(* ^^W * 

(« + av + ß) (tt — av + y) 
so ergeben sich als Bestimmungs-Gleichungen für die Grössen a, 
ß und y und /t«^:« 

a» = ;(» 

ß+r = — /** 

a(y—ß) = 1 

Es muss daher /t^ ein solcher Werlh gegeben werden, dass 
jene 4 Gleichungen befriedigt werden. Löst man zu dem Behufey 
die Gleichungen nach ^i^ auC indem man die Werthe von ß und 
aus der zweiten und dritten ausdruckt und in die vierte einsetzt, 
so erhält man als Bestimmungsgleichung für fi^ : 

oder 

und dies ist für /i^ eine Gleichung dritten Grades, die mindestens 
eine reelle und zwar, weil die Constante — 1 ist, positive Wurzel 
ergibt. Die drei möglichen Fälle der Wurzelwerthe von ,u* zeigt 
das Schema: 

-f-iWi^ +it«2^ +//J* 

Indem man nun noch die Vorzeichen der Quadratwurzeln 
beachtet, findet man für or, ß und y je zweimal drei Werthe, wovon 
jedoch die beiden nur durch das Vorzeichen sich unterscheidenden 
Werthe von /t, also auch von a etc. dieselbe Zerlegung in linieare 
Factoren für v ergeben: 

(«+-«"-'^) («-"»'- ^)= <^- 

Da ausserdem f.i als reell angenommen wurde, so können 
die negativen und complexen Wurzeln nicht in Betracht kommen, 
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und begnügen wir uns hier mit dem Resultate, dass es für iti^ stets 
einen reellen positiven Werlh gibt, der die obige Zerlegung erlaubt. 
Indem man nun jeden der beiden für u quadratischen Factoren gleich 
Null setzt, findet man aus jeder der so erhaltenen neuen Gleichung 
zwei Werthe von w, also auch ebenso viele für y. 

Ein besonderes Interesse bieten die reciproken Gleichungen 
vierten Grades dar. Unter einer reciproken Gleichung versteht 
man nämlich eine solche, in welcher die Coefßcienten derjenigen 
Potenzen der Unbekannten, deren Exponenten zusammen addirt den 
Grad der Gleichung geben, gleich sind. Die allgemeine Form einer 
reciproken Gleichung vierten Grades ist daher: 

49. a?* -f- aa;3 + 6a?2 -I- aa? -h 1 =0. 

Ersetzt man nämlich in derselben jr durch seinen reciproken 

1 * 

Werth — , so erhält man genau dieselbe Gleichung wieder, oder 

mit andern Worten: je iwei Wurzelwerihe müssen sich derart er- 
gänzen, dass die eine den reciproken Werth der andern vorstellt. 

Dividirt man die obige reciproke Gleichung durj^h x'^ und 
ordnet, so erhält man 

x^-] — i + a|a?4 1 + 6 ==0. 

x^ \ X I 

Bedenkt man noch, dass 



(«Vif- 



a?^+2+ -^ 
x^ 



1 

und setzt für x-i eine neue Unbekannte y , so erhält man die 

X » 

quadratische Gleichung: 

50. y* + ay + 6— 2 = 

deren beide Wurzeln dargestellt werden durch 



51. y. =-|-+ y/-^-6+2 
Somit erhält man für die 4 Wurzelwerthe der Zahl x: 



62, »,-f4-^'i-i '.-i-yy-i 
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und zwar ist hierbei, wie bereits oben bemerkt: 

3/1.0/1 = 1, 

073.074 3S 1. 

In ähnlicher Weise, wie die ebenbehandelte reciproke Glei- 
chung vierten Grades lässt sich auch die nachstehende losen: 

49». aj*+ao7^4-te2 — ao7+l 

indem man als neue Unbekannte 

1 

y Ä 07 

einfuhrt. Gleichungen von der Form 

07* 4- of 07 ^-f- 60?^ 4- CO? H — r = 

ar 

lassen sich leicht durch die Einführung von 

V ö 

in eine reciproke umwandeln. 

Umwandlung der allgemeinen Gleichung vierten Ga ds in 
eine reciproke, {Methode von Schlömilch). 
Es sei die allgemeine Gleichung 

07*4- ao7^ + 607' 4-co7-hd = 
gegeben. Setzt man^alsdann 

X = y-{-m 
ein und fuhrt die Rechnung ans, so erhält man: 
y*+(4w + a) y3+(6w*+3am-|-ft) y2 4-(4m3-l-3aw^-f-26m + c)y 

-i-m'^-i-am^-i-bm^-i-cm-hd = 0. 
Setzt man nun noch der Kürze wegen: 

wi* + aw^+ftm*4-cm+rf = N 
und dividirt die Gleichung mit dieser Zahl, so erhält man die neue 
Gleichung: 

54 y* 4M-{-a y^ 6m^-f-3am+ft y^ 

4m^-[-3am^-{-2bm-{-c y , 1 ^ 

y \ 

Damit diese Gleichung eine reciproke (in Bezug auf z=l 

sei, ist m so zu bestimmen, dass 

gg 4 m + fl im^+Sam'^-h2bm-{-c 
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4 

oder 

(4m 4- a) VF"« 4m3 4- Sow^ 4- 26w + c. 
Durch Quadrirung und Ordnung erhält man für m die Be- 
stimmungsgleichung : 

m» (a» — 4a6+8c) -I- w* (fl^6+2ac4-16d — 462) 

+ m(a*c + 8a(f— 46c)+a2d — c« = 
d.h. eine cubische Gleichung, welche also fürm stets einen 
reellen Wurzelwerth liefert. Daher erhält man auch für N einen 
reellen Werth, der jedoch posiliv oder negativ sein kann. Daher ist 
^JV~eine reelle oder eine complexe Zahl und unter Beachtung der 

Vorzeichen erhält man daher die Gleichung: 

57. / y \ 4w + g / y \* 6w2+3am4-6 / y "? 



oder 



4«i-ha y 



4>n+a y 

y 

Sofort ersieht man, dass diese Gleichungen in Bezug auf j=y=" oder 

/ ^ reciprok sind und daher nach den frflher gegebenen For- 
meln gelöst werden können. 

Es können hierbei die Coefficienlen dieser Gleichungen, also 

y ilW 
auch die der Quadratischen für 47=*+ — complexe Zahlen sein. 

Eine andere allgemeine Methode, die Gleichungen vom 
vierten Grade zu lösen, beruht auf ähnlichen Betrachtungen, wie 
die Lösung der reducirten cubischen Gleichungen. 

Denkt man sich die allgemeinen biquadratischen Gleichungen re- 
ducirt, und fuhrt in die reducirte Gleichung 

y*-^py^-^qy+r = 

die Substitution ein: 

58, y ^u+v-^w 
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und schreibt zur Vereinfachung der Formeln: 

2uv -h 2uu) + 2vu> =^ B 
so ist: 

und die Gleichung erhält die Form: 

59. A'^-h2AB-i-B^-i-p(A'^B)-{-qiU'hv-^w)-hr =5 0. i 
Statt dessen kann man nun auch schreiben: 

(A'^B){2A-i-p)^A^-{-B^+q(n-i'V-{-w)-\-r »= 0. 
Nun denke man sich noch den Werth von B^ ausgedrückt 
in u, vu.tr, so erhält man die neue Gleichung: 

60. (i44-Ä)(2(M^+t;*+u?*)+;>) — (ti^ + ü^+u;» — 
4(u^v2 ■i-u'^w^-i-v'^w^) ^-^ r) ■i-{u-{'V-i-w)(8iiow-{-q) ^^ 0: ' 

Dieser Gleichung wird aber offenbar genügt, wenn man 
gleichzeitig hat: 

2(ii» + i?2^u?^) + p = 
(tt^ + 1;^ + u?^)* — 4 (u^v^ -{- tt*u)* + v^w^) — r Ä 

8uvw'\'q =0. 
Diese können auch noch durch die folgenden drei Gleichun- 
gen ersetzt werden: 

2 

u^v^ + u^w^ + v^w^ —*^ +;-^ « 

10 4 

iC-v'^w^ — 1^ = 0. 
64 

Betrachtet man aber diese Formen genauer, so ersieht man 
sofort nach dem Früheren, dass die drei Grössen t«^, v^ und %o^ 
die drei Wurzeln der cubischen Gleichung (Resolvante) 

darstellen. Da nun -^ positiv ist, so muss also eine Wurzel reell 

und positiv sein, die beiden andern sind entweder beide zugleich 
positiv, oder negativ, oder schliesslich complexe Zahlen und erhält 
man demgemäss die entsprechende Anzahl (zweimal drei) von 
Werlhen für t«, v und w^ aus denen sich unter Beaclilung der rich- 
tigen Vorzeichen und der bereits früher gezeigten Eigenschalten der 
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vier Wurzeln der Gleichung vierten Grades die vier Wurzelwerlbe 
einfach ableiten lassen: 

63. 3/1 *= V»r "*" V^ ■*" >/«3 

wobei ^Äj, yjzi, yjz^ die Quadratwurzeln aus den drei Wurzelnder 
Gleichung 62 mit solchen Vorzeichen bedeuten, dass ihr Product 
das umgekehrte Vorzeichen wie q hat. 



Zweiter Abschnittt 

Binom und Polynom. 
Drittesi Kapitel. 

Btnomial-Coefficienten, 
Einen Bruch von der Form*) 



a,a — l, a — 2. a — 3 a — (n — 1) 

Tr~2. 3. 4. 7; n 

bezeichnet man durch a» und nennt ihn einen Binomial - Coeffi - 
cienten. Es bedeutet hierbei offenbar, n, der Index (auch Marke) 
genannt, stets eine positive und ganze Zahl, während die ßasis a^ 
alle möglichen, positive und negative, ganze und gebrochene, stets 
aber nur reelle Zahlenwerthe annehmen kann. Es ist z. B. hiernach : 

ß 5 4 

~**'" 1. 2. 3. 4. ^'^ 

i 1 3 5 7 

^^^^^ 1. 2. 3. 4. 5 ' "^^^^ 

u. s. f. 
Betrachten wir zunächst den Zähler und Nenner des Bru'- 



*) Zur Abkürzung isla — 1 slalt (a — 1) gesetzt. 
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ches genauer. Der letztere besteht aus einem Producte der n 
ersten naturlichen Zahlen, und ein solches Product ^ird im Allge- 
meinen eine Facultät genannt, und zwar haben mr hier n Facul- 
tat. Um sie abgekürzt zu bezeichnen, bedient man sich auch der 
Form n! 

Der Zähler eines Binomial-Coeificienten besteht ebenfalls aus 
einenfi Producte, während aber im Nenner jeder folgende Factor 
aus dem vorhergehenden durch die Addition von der positiven Ein- 
heit entstand , erhalt man jeden folgenden Factor des Zählers aus 
dem vorhergehenden durch die Subtraction der Einheit. Solch ein 
Product wird Factorielle genannt und diese geht in eine Facultät 
über, wenn der erste Factor a ganz und positiv, und die Anzahl 
der Factoren gleich a selbst ist. 

Um die einzelnen möglichen Fälle zu betrachten, so nehmen 
wir zunächst an, n sei eine gerade Zahl und n<(?, so ist an stets 
positiv, mag a selbst positiv oder negativ sein. Wenn man dage- 
gen tiy^a hat, so haben wir folgende Fälle zu unterscheiden: 

1) Ist a positiv und ganz, so ist der alsdann stets auftretende 
Factor des Zählers a — 0=0, also a« selbst = 0. 

2) Ist a positiv und gebrochen, so ist On positiv oder nega- 
tiv, jenachdem n — a, wo a die nächst. grössere ganze Zahl von 
a ist, gerade oder ungerade ist; es bedeutet nämlich n — or die 
Anzahl der Factoren des Zählers, die kleiner als Null sind. 

3) Ist a negativ, so ist an stets positiv, mag a gebrochen 
oder ganz sein. 

Nimmt man n ungerade, so ist für n<Ca an positiv und 
gleichzeitig mit a negativ, für n> a gelten die obigen Regeln 1 
und 2 ohne Aenderung und bei negativem a ist On stets negativ. 

Wird im Speciellen n^^ a, so ist offenbar On «= 1« indem 
alsdann Zähler und Nenner des Binomial-Coefficienten den Werth 
a! annehmen. Es kann in diesem Falle selbstredend a nur eine 
positive und ganze Zahl bedeuten. 

Im Allgemeinen für alle Werthe von a mit der einzigen Be- 
schränkung des Falles, wo a» ss d. h. wo a positiv ganz und 
it>a ist, gelten nun folgende Gesetze: 

1. tti ae a. 

Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Binomial-Coeffi- 
cienten und gilt selbst für imaginäre a. 
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a — n 
n 
Nach der Deiinilion ist nämlich: 



2. «„+, = ««-„^1 



a. a — 1 . a — 2 . a — 3 a — (n — 1 ). a — n 

^ 1.2.3 n.n-hl 

Betrachtet man aber diesen Ausdruck, so sieht man ohne 
Weiteres, dass derselbe, wenn man von dem letzten Factor in 
Zähler und Nenner absieht, a» bedeutet und man hat also: 

a — n 

Dies Gesetz ist wichtig bei der Ableitung irgend eines Coelfi- 
cienten, wenn der vorhergehende d. h. derjenige, dessen Index um 
die Einheit kleiner ist, bekannt ist. 

3. fln + «n+l a= (a + l)fi+l. 

et ~~~' tt 

Nach dem Vorhergehenden ist a„^-t = On • — r-r also 

^TT. fl. « — 1> » . g — (n— 1) ^ (a4.i)„^,. 
(n-hl)! 

4. (a -H 6)n = au + an-j ^i 4- an-2 62 + ^-3 &i -1" 

4- 03 6„-3 4- ttj bn-2 4- «1 6n-l + bn* 

Den Beweis dieses iur die Entwicklung von Binomial-Coefli- 
cienten von Summen wichtigen Gesetzes liefert man leicht durch 
Induction. Man nehme an, es gelte iür irgend eine Zahl n als 
Index und beweise, dass es alsdann auch für die Marke n + 1 gilt. 

Es ist nach dem zweiten Gesetze: 

(a4-6)„+i « (a4-6)n . ^^1 - n+1 • 

{an 4- ött-i &i4- an-2 ^2 + + ^2 ^'«-^ + ^i ^«-i + *«.) 

Man multiplicire nun jeden Summanden der Summe von Bi- 

nomial-Coefficicnten mit dem Factor (a -i- b — n), den man stets 
in zwei Summen von der Form o — h und b — Ar zerlegt; es miiss hier- 
bei stets Ä4-/f= n sein und h und k müssen so gewählt werden, 
dass h dem entsprechenden Index des Binomial-Coefficienten a und 
Ar dem von b gleich ist; i, B. der Summand anv by ' wird multi* 

plicirt mit a — n — v und mit 6 — v. 

Auf diese Weise erhält man nun die Entwicklung: 
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(a + ft)n+, =;-.— 



+ a„-i ft| («'— n — 1)+Ä„_i 6,.(ft — 1). 

+ «»1-262(0 — n — 2)4- a„»2.*2(* — 2) 

-3). 



+ «»»-363 (a—n—3)-{-an-z.b^.{b 
1_ / + 
n + 1 



oder 



+ a, 6«-.2 (a— 2)-ha,6„_2.(6— n — 2) 
4- ai 6„_i (a— 1) 4- a, ft„_i . (ft — n — 1) 
+ 6n . a + 6« . (6 — n). 
Aus dem Früheren ist uns aber bekannt, dass 

« — ^ 

n + 1 



fln-(a — n)Ä (n-hl).(a„^.,) ist 
Wenden wir diese Regel auf jeden einzelnen Summanden der 
obigen Summe an, so erhalten wir ohne Weiteres: 

a„+i.n-hH-a„.6| 
4-n .a«. fti +2an-i.62 



(«+*)»+'",7Ti'; 



4- n — ^ 1 . a„+i . ^2 + 3 . ff„-2 . 63 
4-n — 2.an-2.6a +4.a„-^.ft^ 



4-2«^ .6»_i 4-n.a, 6„ 



4-«! 6n 4-n4-1.6„+i, 
Addirt man nun die Glieder von gleichen Indices zusammen, 
so ersieht man sogleich, dass jedes Glied den Factor (n 4- 1) erhält, 

der sich gegen ^^-j-j weghebt, und wir erhalten auf diese Weise 

als Resultat 

(a4-6)n+i= a„4.i4-o„.6, 4-a«-i.6j4- 4-a2 ftn+i 

4- ai 6n + 6n+t. 

Dasselbe Resultat gibt aber auch die Entwicklung von (a 4- 6)«^.i 
nach dem obigen Gesetze. 

Es gilt somit dieses Gesetz für den Index n4-l, sobald e 
fär den Index n gilt. 

Dronke, Einleitung in die höhere Algebra. 3 
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Nun ist aber 



ferner 



/ ,x (a + 6)(a + 6— 1) a. a — - I + 06 4-aft4- 6.6 — 1 
(a-hA), = p-g = j-g- 

a . a — 1 ri^*^ — 1 , i.L 

== — 1"^* -ha. 6+ — ^p-^ — =a2+a, 6, +62 

und es gilt also die Entwicklung bei dem Index 2, also gilt er 
auch nach obigem Beweise für 3, somit für 4 u. s. w., d. h. das Ge- 
setz ist lür alle (ganzen posiliven) Werthe von n richtig. 

Leicht liesse sich das obige Gesetz auch ausdehnen auf die 
Entwicklung eines Binomial-Coefficienten, dessen Basis eine Summe 
Ton dr^i und mehr Summanden ist. 

5. Wendet man das dritte Gesetz successive an, so erhält 
man ohne Weiteres die folgende Entwicklung: 

ün -f- ö«+l = (O -h 1 )n+\ 

(a-M)„+(a-f-l)„+i = (a + 2)„+ 
(a-f-2)„-|-(a-H2Wi »=(a+3)„+, 



(a + g)n + (a -h gWi = (fl + g — l)„+i 

wobei selbstverständlich q nur eine positive ganze Zahl bedeuten 

kann. Addirt man diese Gleichungen unter Weglassung der glei~ 

eben Glieder auf beiden Seilen, so erhält man die Formel: 

an + (a + l)n + (fl-l-2)„+. +(a+9)n = 

Versteht man nun unter a nur eine positive ganze Zalil, 
während bis jetzt a jeden reellen Werth annehmen konnte , so er- 
hält man ausser obigen fünf allgemeinen Gesetzen noch folgende 
speciellen : 

6. üa = 1. 

Dies Gesetz folgt unmittelbar aus der Definition der Binomial- 
CoefOcienten^ es ist nämlich 

g. g — 1 . g — 2 g — g — 1 

J-.I^.o g 



a.g — l.a — 2 .2.1 

1 2.3 0- 1.0 
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7. al 

an = 



n! (a — «)/ 
Es ist: 



m ^ a.a — 1 . . . ,a — n — 1. 

Ergänzt man den Zähler dieses Bruches zu einer Facul- 
tät, indem man noch alle ganzen Zahlen von a — n bis zu 1 als 
Factoren hinzulügt, so muss auch der Nenner mit denselben Fac- 
toren multiplicirt werden und wir haben somit: 

_ a.a — l.a—2 « - n — l.g— n.a— n + 1 . . . 3.2. 1 

C*»l — • — ii 

1.2.3.. . . H— l.n.1.2.3 a — w-|-l.a — n 

Der Zähler ist aber nun offenbar a ! und der Nenner besteht 
aus dem Producte der beiden Facultäten n / und (a — n)! und 
wir haben somit 



a, = 



a! 



(a — n)ln ! 

Anna. Wäre a eine negative ganze Zahl, so würde dieses Gesetz sich 
in folgender Form ausdrücken, wie sich ans den Definitionen leicht zeigen lässl: 

( -g + n- l)/ . . 
«« nH-a-TF ^ ^^'^ 

Zusatz. Aus diesem Gesetz folgt unmittelbar folgende Ei- 
genschaft der Facultäten von Zahlen; es ist 

n! __ 
{n—a)l.a! "" **" 
oder 

a! (a- n)! = — . 

Wo 

8. Aus dem vorhergehenden Satze lässt sich nun leicht noch das 
für den binomischen und polynomischen Lehrsatz wichtige Gesetz 
ableiten: 



Denn es ist 



al 



an^ 



und 

«a-tt 



nl(a — n) / 
al al 



{a-^n)l {a — a--n)l {a—n)lnt 
und somit ist obiges Gesetz bewiesen. 

Auf dem gewöhnlichen Wege der directen Ableitung aus der 

3* 



— 36 -* 

befinitioo lässt sich das Gesetz ebenfalls beweisen und vvir wollen « 
zu dem Behufe zunächst annehmen, dass 

n^a — n 
sei. Alsdann findet sich offenbar in dem Zähler des Binomial- 
Coelficienten a« der Factor n, denn n als ganze Zahl liegt zwi- 
schen a und a — n. Im Nenner muss aber offenbar aus demsel- 
ben Grunde der Factor a — n auftreten und wir haben somit in 

diesem Falle 

^ a .a — l/g — 2 n-hl -n.n — 1 q— (n — 1) 

"" "" 1.2.3 a — n n 

Im Nenner folgtauf den Factor a — n der Factor a — n + 1, 
also derselbe^ der den Schluss des Zählers bildet, und es befinden 
sich somit, wie aus der Definition der Binomial-Coefficienten her- 
vorgeht^ im Dividenden und im Divisor alle natürlichen Zahlen 
zwischen n und o — (» — 1), beide eingeschlossen. 

Es heben sich daher beide weg und wir erhalten also : 

— ^' ^ — ^'^ — ^ n+1 

1.2.3 fl — w "^ 

a. a — l.a — 2 a — (a — n— 1). 



1.2.3 a — n 

und dies ist offenbar = Qa^n* 

Also ist an = tta—n* 

Ist jedoch n^a — n, so kann man in obigem Beweise nur 
' die Reihenfolge der Schlüsse umkehren, indem man die alsdann bei 
"ün fehlenden Factoren in Dividend und Divisor ergänzt, und man 
erhält auf diese Weise den Beweis desselben Satzes. 

Ist nun a — mäh, so gilt der Satz unmittelbar, indem a„ 
und Oa-n genau denselben Bruch darstellen. 

Wird im speciellen Falle n= a, so erhält man 

«0 = <^ö = 1» 

und man muss — dies ist für die Schreibart des binomischen-und 
polynomischen Lehrsatzes wichtig — unter üq stets die Einheit 
verstehen und soll hier diese Annahme ausgedehnt werden auf alle 
Werthe von a. Wir müssen daher auch, da bei ganzen pos. Zahlen 
a! . . . a! 

a„ Ä — rr -: ISt, Wenn »»=«0 Wird, Oa = — fT r-, = 

n!{a—n)I a!{a — a)/ 

— ; 7-7- unter (a — a)/ = 0/ die Einheit verstehen. 

(a—a)! 
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Es lässt sich noch folgende merkwürdige Eigenschaft der 
Binomial-fioelficienten beweisen: 

a„ -h Ol + öj -h a, + -H aa-2 -H «a-i -i- Ca = 2". 

Nehmen wir an, dieses Gesetz gelte für irgend einen be- 
stimmten positiven ganzen Werth von a, so können wir leicht be- 
weisen^ dass es auch für a + 1 gilt. Es ist nämlich, wenn man 
noch bedenkt, dass a^ s= aä »= 1 für jedes agilt: 

1 + «1 H- öj -h «3 + . . . . + öa-2 + «a-l + ^a = 2<» 

und 

^^0 + öl +«1 + + ^a-$ + aa-^*i + flo-i + 1 = 2*; 

addirt man die untereinander stehenden Glieder, und bedenkt, dass 
a» -H an+i = (fl + l)n+i ist, so erhält man: 

1 +(o+ l)i -|-(a -H 1), -H (a -H 1), . . . . +-(a-f- l)a_2+ (a + l)a-i 
oder: +(a+l)a+-l =2.2 

(a + l)o + (a-|-l), -|-(a + l)2 -f- (a+l), + + (a-M)a-i 

+ (a -I- D« H- (a -I- l)a+i « 2«+i. 
Dies ist aber dieselbe Formel, wie die obige, wenn man nur 
a+1 an die Stelle von a schreibt, und es gilt also obiges Gesetz 
für jeden folgenden Werth von a, sobald es für einen Werth gilt; 
es ist aber 

1^+1, =2S 2^ + 2,-1-22 = 1+2-1-1 = 2» 
3o +3, +3^+3, + 1 = 1+3 + 3+ 1 = 8 = 23 
4^ + 4, +4j + 4, + 4, =1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16=2* 

u. s. f. 
Das Gesetz ist also gültig für alle positiven ganzen Zahlen. 
Aus den vorhergehenden Sätzen können wir noch specielle 
Anwendungen machen. Setzt man in die Formel des Gesetzes 5 
statt a den Buchstaben n ein und bedenkt dabei, dass Hn^-i = 
ist, so erhält man die Formel: 

10. n„+(n+l)„+(n+2)„+ +(w+g)„ = (n+^+l)„+i 

und mit Anwendung des Satzes 8 wandelt sich diese um in 
11.* no + (n + l),+(w+2)2 + .... + (n+^)g « (w+g+l)q. 

Mit Hülfe dieser Formeln lässt sich nun leicht zeigen, dass 
die Binomial-Coefficienten ganzer Zahlen wiederum ganze Zahlen 
sind. Nehmen wir hierzu zunächst positive Zahlen, so haben wir 
offenbar successive 

1, +2| + 3| +4| + . . . . +^1 = (?+l)2 
2,+32+4, + . . . . +^, = (?+ Dl 
3,+4s + . . . . +5i = (5+ 1;^, 
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Sobald also nur q eine ganze Zahl vorstellt, ist nach der 
ersten Reihe auch offenbar (9+1)2 eine ganze Zahl^ somit auch 
(9-hl)a, daher auch (gf -1-1)4 u. s. w. t. d.h. qn ist, wenn q und n 
ganz und positiv sind, eine ganze Zahl. 

Ist aber die Basis negativ, so können wir leicht schreiben: 

/ 1.x — 6.(— 6 — 1).(— 6— 2) (— 6— n— l) 

a„=( — o)n= .— 7 

nl 



== (— i)n ft.ft + l»ft+2 6 +n— 1 

n! 

= (-l)».(6-|-n-l)n. 
Es ist also unter a eine negative Zahl verstanden 

a„ = (— 1)« (— «-hn — l)n 

— a-hn — 1 ist aber eine positive Zahl, also ihr Binomial-Cueffi- 
cient eine ganze Zahl, somit ist auch der einer negativen Zahl eine 
ganze Zahl, die negativ oder positiv wird, jenachdem der Index n 
grade oder ungrade ist. 



Beispiele : 


















lo = l li 


= 1 1, 


= 














2o-l 2, 


= 2 2, 


^1 


22+, = 










3o = 13| 


= 3 3, 


= 3 


3a 


= 1 33^.„ 


SS 





- 




4o = l 4, 


= 4 4j 


= 6 


43 


= 4 4« = 


^0 


44+«.= 







5o = l 5, 


= 5 5^ 


= 10 03 


= 10 5, = 


5 


5j-l 


5»+» 


= 



100„ = 100, = 161700 

12 ' 
12, =123= — ' 



792 



/ 5/ 

(1-1-1)4 = l4-l-l3.a),-h 12.(1)2 + 11(^)3+10^)4 = 1. (Da 

+ (i)4 = (i)3 (1 + ^) = tV.| = rh- 



Vlertesi Kapitel. 

Höhere arithmetische Reihen. 

Denken wir uns eine Reihe, deren Glieder alle gleich der Zahl 
1 sind, und darunter eine zweite Reihe mit der Einheit ebenfalls 
anfangend, deren einzelne Glieder immer im Zwischenraum zwischen 
je 2 Zahlen der oberen Reihe stehen^ und deren Zahlen man 
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erhält, indem man die vorhergehende Zahl derselben Reihe und die der 
vorhergehenden Reihe zusammen addirt; fahren wir auf dieselbe 
Weise in der Bildung weiterer Reihen stets mit der Einheit be- 
ginnend fort, so erhallen wir das Schema: 

111111111 

12345678 

1 3 6 10 15 21 28 

1 4 10 20 35 56 
• 1 5 15 35 70 
1 6 21 56 
1 7 28 
1 8 
1 
Dieses System von Zahlenreihen nennt man das Pascarsche 
Dreieck. 

Die horizontalen Reihen und die querlaufenden, die von oben 
links nach unten rechts gehen und die den horizontalen Reihen 
gleich sind, nennt man figurirte Zahlen, während die von unten 
nach rechts oben lautenden Reihen, wie z. B. 18 28 56 70 etc. 
Binomial-Coefficienten sind. 

Die horizontalen Reihen werden auch gezählt als solche der 
Oten, Iten, 2ten, 3ten Ordnung u. s. w. Da nun jede, neue Reihe 
durch Addition aus der vorhergehenden entsteht, so kann man 
sich von einer unteren Reihe anfangend die der niederen Ordnung 
als durch Subtrahiren aus der vorhergehenden entstanden denken 
und bezeichnet sie alsdann als Ite, 2te, 3te Differenzenreihe u. s. w. 
Bezeichnet man nun das nte Glied der wten Ordnung durch 
**(n)' so erhält man zufolge des früher Gesagten als Ausdruck des 
BUdungsgesetzes die Formel: 

d. h. das nte Glied der mten Ordnung ist gleich der Summe des 
nten Gliedes der (m — l)ten Ordnung und des (n — l)ten Gliedes 
der mien Ordnung. 

Set^t man nun wieder für u^^li^ seinen Summenwerth u^^l^) 
-I-m!'"~,?, und fährt in dieser Substitution weiter, indem man stets 
Statt des neu auftretenden Gliedes der wten Ordnung die Summe 
zweier Glieder einführt, so erhält man, wenn man noch im Beson- 
deren bedenkt, dass u^^^ = u^^~^^ == 1 ist, folgendes Ges^t^; 
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(n) (n) 

WO der Kürze wegen gesetzt worden ist 

•^ (n) — ^ (I) ^ ^ (2) ^ ^ (S) ^ ^^ ^ (ft) • 

Betrachtet man die Reihe der ßinoraial-Coeilicienten, so er- 
hält man, wenn man bis zu der (horizontalen) Reihe der Iten Ord- 
nung fortschreitet, stets soviele Glieder in der Binomial-Coeßicien- 
ten-Reihe, als die Zahl der Iten Ordnung angibt, und die auch zu- 
gleich Basis der Coefficienten ist. Nehmen wir«z. B. die letzte der 
obigen Reihen bis zu dem Gliede der Reihe der Iten Ordnung, so 
erhalten wir die Zahlen 

1 8 28 56 70 56 28 8 
und die letzte Zahl 8 gibt denn auch zugleich die Basis der Bino- 
mial-Coefficienten, welche diese Reihe bilden, und die Anzahl der 
vorhandenen Zahlen an. Betrachtet man das nte Glied der mten 
Reihe als Binomial-Coefficienfen, so kommt man nach dem Obigen 
stets auf die Zahl m-\-n — 1 als Basis derselben. So ist z. ß. 

ti^*^^ sc 15 und 15 ist Binoraial - Coefficient der Zahl 4-1-3 — 1 
d.i. 6, und zwar ist 15 == 62 == 64. 
Es ist also allgemein 

3. u[^^ == (m-hw— l)m = (m-hn— l)n-t. 

Um die allgemeine Gültigkeit dieses Gesetzes zu beweisen, 
nehmen wir an, dasselbe gelte für irgend welche bestimmten Glie- 
der, z. B. für die nten Glieder und zeigen dann , dass es ebenfalls 
für das folgende Glied gelten muss. Es ist, wie wir aus (1) 
wissen: 



Also haben wir: 



(m) _ (m-1) (m) 

^in+l) — /* (n+l) ^ '*(n) ' 



^(M-1) =(»w+n — l)m-i +(m-hn— l)m. 
Es ist aber zufolge des 3ten Gesetzes der Binomial-Coefficienten: 

a« -Hon+i = (a 4- l)n-j-i. 
Wenden wir dies oben an, so erhalten wir: 

Dies ist aber diejenige Formel, welche obiges Gesetz ver- 
langt, und da nun für alle ersten Glieder beliebiger Ordnung 
(ebenso wie für die zweiten) das Gesetz gilt, so folgt daraus, dass 
es für alle Glieder gilt, d. h. dass es allgemein gültig ist. 
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Aus Anwendung von (2) auf (3) folgt unmittelbar 

z. B. 5jJ^ = (4+3)4 = 74 = 7, = 35. 
Mit diesen 4 Formeln sind die Haupteigenschaflen des Pas- 
caFschen Dreiecks erschöpft. 

Aul dieselbe Weise, wie man das PascaFsche Dreieck aus der 
Grundreil^e 1 entwickelte, kann man (höhere) Reihen erhalten, 
indem man als Glieder der Reihe Oter Ordnung die Zahl 2 oder 
die Zahl 3 u. s. w. nimmt. So erhält man , indem man als erstes 
Glied jeder Reihe die Einheit nimmt, folgende neue Dreiecke: 

12222222 

1 3 5 7 9 11 13 

1 4 9 16 25 36 

1 5 14 30 55 

1 6 20 50 

1 7 27 

1 8 
1 

13 3 3 3 3 3 3 

1 4 7 10 13 16 19 

1 5 12 22 35 51 

1 6 18 40 75 

17 25 65 

1 8 33 
1 9 

1 

Nehmen wir ganz allgemein die Grundzahl d und die Zahl 

a als erstes Glied jeder Reihe, so erhalten wir folgendes Schema : 

a d d d d d d 

a a+d a-h2d a+3d d-Hrd a+5d 

a 2a+rf 3a+3d 4a-h6d 5a+10rf 

a . 3a-hd 6a-»-4d lOa+lOd 

a Aa-hd lOa-höd . 

a öa-i-d 

a 
Auch in diesen Fällen nennt man die horizontalen Reihen figu- 

rirte Zahlenreihen und unterscheidet sie ebenfalls wie früher in Reihen 

der Oten, Iten, 2ten, 3ten Ordnung ü. s. w. Die Zahlen der Reihen 2ter 
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nennt man aus seinem weiter unten anzufiibrenden Grunde Poly- 
gonal- und die Reihen 3ter Ordnung Pyramidalzahlen. 

Die allgemeinen Bildungsgesetze lassen sich leicht aus dem 
letzten Schema ableiten. Es ist offenbar: 

Ferner: 

(2) 

S(„) =(1+2+3+4+ +n).a+(l2+2j+32+ +»»2)^ 

= (»+l)2a+(w + l)3 d. 
Somit ist auch: 

(3) (2) 

V) =" ^W(„) =(n+l),a+(»+l)3d 

(3) 
^») =(l2+2,+3,+4, + +(n+l)2)a-h(l3+23 +33+43 

+63+ +(n + l)3).d = (n+2)3fl + (n+2)4.(i. 

Also ist ganz allgemein: 

%) "^ '^ (w) =(w+w— 2)m-i • a + (n+m— 2)m.d» 

6. o(wO 

'^(n) *= (n+w — l)m.a+(n+m — l)m+i . <i. 

Setzten wir in diese Formel d= a = l ein, so erhielten* wir 
die Bildungsgesetze (3) und (4) des Pascarschen Dreiecks: 

(n) = (n+m — 2),„_i +(w+w — 2)m = (n+iw— l)m 

o(m) 

*^(n) = (w+m — l)^+(n+m — l)m+i ==(»+m)„,^.i. 

Ist (2s=2 und a = l, so stellen die Zahlen der Reihe Iter 
Ordnung die ungraden Zahlen und die der Reihe der 2ten Ord- 
nung die Quadrate der gewöhnlichen Zahlen dar. 

Denken wir uns nun ein gleichseitiges Dreieck und verlän- 
gern 2 Seiten desselben um sich selbst, verbinden die neuen 
Punkte miteinander, indem wir noch durch die Eckpunkte der 
dritten Seite Parallellinien mit den Gegenseiten ziehen, die sich in 
einem Punkte der neuen Grundlinie schneiden müssen, so erhal- 
ten wir also 3 neue Punkte. Verlängern wir nun wiederum die- 
selben Seiten in demselben Sinne um dieselbe Grösse wie oben 
und ziehen durch die 3 zuletzt erhaltenen Punkte Parallelen mit 
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den beiden Seiten, so erbalten wir durcb Verbindung der beiden 
äussersten neuen Punkte eine neue Grundlinie mit 4 Punkten. 
Fahren wir in derselben Weise fort , so stellen die Zahlen 1, 2, 
3..., die Anzahl der Punkte der aufeinander folgenden Grund- 
linien und gleichzeitig die Zahlen der Reihe Iter Ordnung des 
Pascarschen Dreieckes vor, und je die Summe aller Punkte, die 
in einem der aufeinander folgenden Dreiecke liegen, bilden die Zah- 
len der Reihe 2ter Ordnung; daher werden diese Zahlen auch 
,-,dreieckige" genannt. 

Geht man vom Quadrate aus und verlängert 2 sich schnei- 
dende Seiten über den Schnittpunkt hinaus um sich selbst, wäh- 
rend die beiden anderen Seiten über diejenigen beiden Punkte hin- 
aus (ebenfalls um sich selbst) verlängert werden, in denen sie die 
beiden erstgenannten Seiten schneiden, so entstehen durch Parallel- 
linien in den Endpunkten mit den Seiten des Quadrates 5 neue 
Punkte, die mit 3 Punkten des ersten Quadrates ein neues Qua- 
drat von doppeller Seite bilden. Fahren wir so. fort, so erhalten wir 

als Anzahl der Punkte die Zahlen 1, 3, 5, 7 , d. h. die Zahlen 

Iter Ordnung des Dreiecks, dessen Grundzahl die 2 war; die 
Summen der Punkte, die je in einem Quadrate liegen, stellen die 
Zahlen der Reihe 2ter Ordnung dar und daher werden sie „vier- 
eckig*' genannt. 

Ebenso spricht man von „fünf-, sechseckigen*' etc., allgemein 
von „Polygonal-Zahlen." 

Die Reihen dritter Ordnung enthalten die sogenannten Pyra- 
midalzahlen. Es geben dieselben Zahlen nämlich die Anzahl der 
Punkte, die man ähnlich, wie in obigen Fällen, in Pyramiden er- 
hält, oder die Zahl der Kugeln an, die eine drei- oder vierseitige 
Pyramide bilden — regelmässige mehrseitige Pyramiden aus Kugeln 
gibt es nicht. 

Ist die Pyramide dreiseitig, so legt man das PascäFsche 
Dreieck zu Grunde, ist sie vierseitig, so legt man das Dreieck, 
dessen Reihe Oter Ordnung aus der Zahl 2 besteht, zu Grunde. 
So ist z. B. die Anzahl der Kugeln einer vierseitigen Pyramide, die 
5 Schichten übereinander enthält: 

''(5) = 5^- 
Statt nun bei der Betrachtung der Zahlenreihen wie bisher 
auszugehen von den Reihen der niederen Ordnung, kann man auch 
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von einer . solchen höherer Ordnung ausgehen und sich die niede- 
ren Reihen durch Sublraction je zweier aufeinanderfolgender Glie- 
der herstellen. Nehmen wir z. B. eine Reihe Zahlen 3ter Ordnung, 
so erhalten wir folgendes Schema: p 

(^) ^(3) ^(3) ^(3) (3) (3) 

''(1) ^(2) ^'(3) ^(4) ''(5) ^'(6) 

(2) (2) (2) (2) (2) 

(0 ^(2) ^(3) ^*14) ^'(5) 

(1) (1) U) (1) 

^'(1) ^^2) ^'(3) ^(4) 

(0) (0) (0) 

a a a 

Indem man hierbei die erste Reihe als Grundreihe nimmt, 
nennt man die darauf folgende (in diesem Falle die Reihe 2ter 
Ordnung) die erste DifTerenzenreihe, die darauf folgende ist dann die 
zweite Differenzenreihe u. s. w. Offenbar ist die ganze Gruppe voll- 
ständig bestimmt, sobald nur die ersten Glieder uS. a,J aL 

a,2 der Reihen bestimmt sind. Nehmen wir z. B. a '^ = 1, 
a\J. = 3 a\^. Ä 3 ar.^. = 1, so erhalten wir einen Theil des Pas- 

calschen Dreiecks. Nehmen wir a « 2 ar^^! = 5 a^,. == 4 

(3) 
a\' SS 1, so erhalten wir das Dreieck theilweise, dessen Grund- 
zahl 2 ist. 

Suchen wir die Bildungsgesetze, so sehen wir ohne Wei- 
teres, dass das erste wiederum dasselbe ist, wie das frühere. 
Es ist 

rj (m) (m) (m— 1) 

und durch stete Anwendung dieser Formel bat man ferner: 

Nimmt man nun z. B. 

«(1)= «(1) + ->) «(i)"^" 

(1) _- (1) . c(0) _ (1) . 10) 
"(2)— "(1) ■•■ "^(1)"" "(1) '*' " 

"(3)~ "(1) + ^^(2)- «(i)+2.a^"' 
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«(«) = "(1) + >-l) = "(D+C«— 1)« 
Addirt man dies, so erhält man 

Bildet man ebenso die Glieder der zweiten Ordnung« so erhält 
man: 

sg = n, . äff J + a[J J .(1+2 + 3 +.... + iT^) + a^^^ .(22+3, + 4, 

-4-, . . n — 12), 

wofür wir kürzer schreiben können: 

in e^2) *. «^2) Jl) . « «W 

10. 5^^^^ = n, . o^^^ + nj . 0^^^ + Hj . a 

Wenden wir die so gewonnene Formel weiter an, so erhalten 
wir leicht folgendes allgemeine Gesetz: 

11. Ä(V=^l«(l) + ^»-«(l) +-«3.«|l) + 

das wir auch, wenn ^ eine Suromation über alle Werthe bedeutet, 

welche der hinter 2 stehende Summand annimmt, wenn v von 1 
an bis m+l alle natürlichen ganzen Zahlenwerthe annimmt, so 
schreiben können: 

11« c(*"^ ^ « ^(♦»—^+1) 

IIa. i3. . := >^ n . a..x 

(n) -C 1; (1) 

Es bricht die Reihe offenbar ab, sobald y>m+l wird; die' 
letzten Glieder werden also sein: 

S^^-l^*. .(2) „(0. ^ JO) 

\»-2 • ^(1) + \*-l • ^1) + ^m • ^1) + ^m+1 • « • 

Hieraus sind wir nun im Stande vermittelst Formel (8) das 
Glied a; . auszudrücken. Es ist 

Es ist also jedes beliebige Glied vollständig bestimmt durch 
seine Stellenzahl und durch die Anfangsglieder. 

Noch deutlicher würde sich die allgemeine Bildung von Reihen 
aus folgendem Schema ergeben: 
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a 



"(2) 



a 



Ja 



(1) 



Ja 



(3) 



a 



(4) 



(5) 



a 



(2) 



^«(3) 



-=/« 



(6) 



J^a 



(1) 



z^*a 



(2) 



(3) 



(4) 



^»a 



(4) 



J^a 



(1) 



^3« 



^♦* 



(1) 

J?a 



(2) 



^0 



(3) 



(2) 



(1) 



Für die einzelnen Glieder hat man daher die Bestimmung: 

13. J a,. = J a, 1^ 4- ^ a, ,. 

(») («—1) (»— 1) 

Durch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes erhält man sodann 



14. ^ «(„) = ^ «(,) 



H 






(1) + ^ «(2)+ +^ 



'V-d) 



Fuhrt man nun wiederum in dieser letzten Gleichung statt 

*n -l— 1 

der Grössen J a.^. u. s. f. ihre Werlhe ein, so erhält man 

J^^a, s ausgedruckt aus 'den ersten Gliedern. Es ist für die erste 

(») ® 

Reihe (die Ote Differenzenreihe) offenbar: 

«(2) = ^1)-^^^1) 



15. 






«(4) = «(D+^-^Vj+^-^^^D + '^'^ii) 



V) — "(1) + (» — l)l ^"(1) + («— l)»^*0(l) + • • 

I +(n— 1) z/""" ffl^j. + J'~ a ^j . 

Für die mte Differenzenreihe findet man ebenso leicht: 

J «(1) = ^ «(1) 

^ «(2) ^ "(1) "^ "(2) 



16. 



'(3) 



(1) 



(1) 



(I) 



^ %) = ^ «(1) + ^"-^> ^ ** 



+ («-1), // 



«»4-2 



a. 



(1) • ^" ''^ " "(1) 
+ + (n— l)j.^ ^ a^j^ + ^^ «^j^ 
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Die beiden in (15), und (16) allgemeinen Formeln könnte 
man auch leicht mittels der Formel (13) inductorisch beweisen. 
Wir wollen dies dem Leser überlassen. Addirt man die eben ge- 
fundenen Gleichungen, so ßndet man lür die Summe der n ersten 
Glieder der Oten Differenzen-Reihe den Ausdruck: 

17. S^^j = n.fl^jj-l-(l+2-l-3-*-...+ (n — l))^a^jj + (2,-l-3j 

-|-4j+...-f(n — 1)2). z/^Ojj -*-... -|-z/»-*tfjj^ 

und für die Summe der n ersten Glieder der mten Differenzenreihe: 

18. 5 Jlj = n . ^•». a^^ j + n j . ^'"+> a^^^ + n^ . ^"''^^^^ + . . . . 

Beispiele: Nehmen wir als Beispiel die Polygonalzahlen: 
der verschiedenen Dreiecke, so haben wir nur 2 Differenzenreihen 

1 3 6 10 15 

2 3 4 5 
111 

1 4 9 16 25 

3 5 7 9 

2 2 2 

1 5 12 22 35 

4 7 10 13 

3 3 3 

Es ist also hierbei m 5= 2 und wir wollen der Kurze wegen 
die Zahl hierbei nicht mitführen. Für die dreieckigen Zahlen 
ist also: 

S{n) = n| + 2.M2 + ^3^ 

5(5)= 5+2.5,4-53 =5+3.52=35. 
Sucht man z.B. das sechste GUed, so ist dasselbe nach (12): 

a^g) = 1 + 5. 2+5^ = 21. 

Bei den viereckigen oder Quadrat-Zahlen haben wir: 

S{n) =w,+3.n,+2.n3 
und 

«(n) *= l+3(n — l),+2(n — 1),. 
Bei den fünfeckigen Zahlen sind wiederum dieselben Gesetze, 
nur die Coeificienten der Zahl n ändern sich. Es ist: 
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«(„) = l+4.(w — l)+3(n— 1)2. 

Die Pyramidalzahlen bilden die Reihen dritter Ordnung und 
es gibt denigemäss von ihnen drei Dififerenzenreihen. 

Bei den dreieckigen Pyramidal-Zahlen haben wir z. B. : 

1 4 10 20 35 56 

3 6 10 15 21 
3 4 5 6 

1 1 1 

Die Summe der n ersten Glieder der dreieckigen Pyramidal- 
zahlen wird also sein: 

(3) 

und das nte Glied wird sich ausdrücken lassen durch: 

aJ^J = H-3(n-l), +3.(n— l), + (»-- 1)3. 

Fragt man sich z. B. nach der Summe der Kugeln, die in 
einer vierschichtigen dreieckigen Pyramide enthalten sind, so haben 
wir: 

5gJ := 4+3.42+3.43+4, 

= 4.4,+3.42 + l 

= 16+18 + 1 = 35. 

Bei den viereckigen Pyramidalzahlen haben wir: 

1 5 14 30 55 91 

4 9 16 25 36 
5 7 9 11 

2 2 2 

Somit drückt sich die Summe der n ersten Glieder und das 
nte Glied aus durch: 

S\{ fi= nt+4.W2+5.n3+2.n4 

a[JJ = l + 4.(n-lX+5.(n -l),+2(n~l3): 

Aehnliche Entwicklungen liefern die fünfeckigen Zahlen. 

Zu diesen eben betrachteten Reihen, von denen die Polygo- 
nal- und Pyramidalzahlen ein Theil sind, gehören auch sämmtliche 
Potenzen der natürHchen Zahlen, die Quadrate, Guben, Biquadrate 
u. s. w. Die Quadrate bilden, wie wir dies bereits von früher 
wissen, die Reihe der 2len Ordnung von den viereckigen Zahlen 
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und es ist das Glied der Keihe Oter Ordnung, oder der2ten Diffe- 
renzenreihe die Zahl 2 oder 2/ 

Die Guben sind, wie aus dem folgenden Schema hervorgeht, 
Reihen driller Ordnung und die Zahl der letzten Difierenzenreihe 
ist 6 oder 3/ 

1 8 27 64 125 216 

7 19 . 37 61 91 
12 18 24 30 

6 6 6 
Die Biquadrate bilden Reihen vierter Ordnung und das Glied 
der vierten Differenzenreihe ist 24 oder 4/ 

1 16 81 256 625 1296 
15 65 175 369 671 
50 110 194 302 
60 84 108 
24 24 
Entsprechende Reihen werden natürlich von den höheren 
Potenzen der natürlichen Zahlen gebildet. 

Nimmt man die Quadrate, Cuhen, Biquadrate etc. von sol- 
chen ganzen Zahlen, welche arithmetische Reihen bilden , so erhält 
man wiederum Reihen zweiter, dritter, vierter Ordnung u. s.w. 
und zwar ist das Glied der letzten Differenzenreihe bei den Qua- 
dratzahlen (i*.2/, bei den Cubiczahlen d^.3/ etc. wenn d die Differenz 
der ursprünglichen arithmetischen Reihe bedeutet. Z. B. nehmen 
wir die arithmetische Reihe 1, 3, 5, 7 etc., so bilden ihre Qua- 
drate die Reihe: 

1 9 25 49 81 121 

und ihre beiden Differenzenreihen sind also: 

8 16 24 32 40 

8 8 8 8 

Also die Grundzahl ist 8 oder 2^.2/ Die Guben obiger Zahlen 
ergeben die folgenden Reihen: 

1 27 125 343 729 1331 
26 98 218 386 602 
72 120 168 216 
48 48 48 . 

die Grundzahl ist also 48 oder 2-^.3/ 

Rechteckige Kugelhaufen lassen sich ebenfalls leicht vermit- 

Di'onke, Eiiileilung in die höhere Algebra. 4 
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lelst der obigen Regeln berechnen. Enthält z. 13. die oberste tleihe 
1^ Kugeln, so syid in der zweiten Schichte 2 Reihen und jede ent- 
hält p-\-l kugeln. Die folgende J^chicht hat 3 Reihen, jede zu 
p +2 Kugeln u. s. f. Durch die Anzahl der Kugeln, die in den 
einzelnen Schichten liegen, werden also folgende Reihen gebildet: 

p 2(p-^-l) 3ip-h2) 4(p+3) 
p+2 p4-4 p4-6 

2 2 

Das Glied der Grundreihe ist also 2 und die Zahlen selbst 

bilden eine Reihe 2ter Ordnung. * Redeutet also n die Anzahl der 

Schichten eines rechteckigen Kugelhaufens, so ist die Anzahl der 

Kugeln derselben nach den früheren Formeln, wenn die oberste 

Schicht p Kugeln enthält : 

5[,^J=w,.p-fn,(p-f2)-fn,.2 

/ . ^~1 / . o^ . n — l.n—2 A 

(w + 1 . n-l-1. n — 1\ 
__.p + — - — j 

= 5i^(3f/+2«-2), 
und die Anzahl der Kugeln in der nten Schichte ist 
«[fj = i»+(l'+2)(n-l), + 2(n-l), 
== p+(p+w)(n — 1)= n(p^n — 1). 



Fünftes» Kapitel. 

Permutationen. 

Combinattonen und Variationen. 

Permutattonen. Verbindet maneine Anzahl von Dingen, 
Elemente genannt^ in irgend einer Ordnung miteinander, so erhält 
man einen Complex derselben. Aendert man die Ordnung der 
Elemente eines Comf)lexes, so nennt man dies „permutiren,'^ und 
die Verbindung der Elemente in einer bestimmten Ordnung heisst 
eine Permutation. Offenbar gibt es nun für eine bestimmte An^ 
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2ahl von Elementen auch nur eine bestimmte Anzahl von Permuta" 
tionen. Hätten mr z. B. die n Elemente 

ab c d e 

und wollten alle möglichen Permutationen bilden, so mussten wir 
zunächst alle diejenigen unterscheiden, welche an erster Stelle das 
Element a haben, dann diejenigen, in welchen das Element b zu 
Anfang steht, hierauf die, welche c als erstes Glied haben u. s. w. 
Es hat nun offenbar jede solche Gruppe von Permutationen mit 
demselben ersten Elemente eine gleiche Anzahl von Permutationen, 
und da wir n verschiedene Gruppen bilden können mit je einem 
der n Elemente als erstem Gliede, so erhalten wir die Anzahl aller 
Permutationen, wenn wir die Anzahl der Permutationen, welche 
z. B. das Element a an der Spitze haben, mit der Zahl n multi- 
pliciren. Die Permutationen, welche aber a zum Anfange haben, 
enthalten nur (n -1) Elemente und wenn wir also mit P« die 
Anzahl der Permutationen der nten Classe (d. h. solche aus n Ele- 
menten gebildete) bezeichnen, so ist offenbar: 

1. P„s=W.P„_i. 

Wenden wir diese Regel weiter an, so erhalten wir 

Pn^l^ (n-l).Pn-2, 

Pn_2 = (n — 2) . P„-.3 U. S. W. 

Gehen wir nun nur gehörig weit, so müssen wir offenbar 
schliesslich erhalten: 

Pj muss aber, wie sich leicht einsehen lässt, den Werth 1 
haben, da es von einem Elemente nur einen einzigen Complex ge- 
ben kann. Es muss also 



2. p^zs: n.n — l.n — 2.n — 3 3.2.1 = n/ 

sein. 

Nehmen wir^. B. 4 Elemente a, 6, c, d, so haben diese 4/=24 
Permutatiönen. Wir theilen sie in 4 Gruppen ein, jenachdem das 
Element a, oder das Element 6, oder c oder endlich d an der 
Spitze steht; die Gruppe, welche a als erstes Glied enthält, theilen 
wir wiederum in 3 Gruppen ein, jenachdem 6, c oder ri auf a 
folgt. Ganz entsprechend verfahren wir mit den 3 andern Gruppen, 
welche das Element b, c oder d als erstes Glied habeU; und wir 
erhalten somit folgendes Schema: 

4* 
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a 



r 



d 



cd 
de 

bd 
db 

bc 
cb 

bd 
db 

ad 
da 

ab 
jba 



cb 

ad 
da 

ac 
ca 

\bc 
^\cb 



d(b 



c 



ac 
ca 

ab 
ba 



Jede Gruppe hat sechs Permutationen, das Ganze also deren 
24. — Einfach können wir aber auch aus dem folgenden Schema 
ersehen, wie man aus den Permutationen niederer Classen solche 
höherer Classen bilden kann: 

ab\ ba 

cab acb abc abc bca bac 

dcab cdab cadb cabd 

u. s. w. 

Der Permutationen zweiter Classe sind es also 2, der 3ten 

Classe 2.. 3 oder 6, der 4ten Classe 6. 4 = 24 u. s. w. 

Permutationen mit Wiederholung. Bis jetzt haben wir 
nur solche Permutationen betrachtet^ in denen ein jedes Ele- 
ment nur einmal auftritt; es kann nun aber vorkommen, dass 
ein oder mehre Elemente mehremal in den Permutationen enthal- 
ten sein sollen. Diese Art nennt man Permutationen mit Wieder- 
holung im Gegensatz zu den oben behandelten, die Permutationen 
ohne Wiederholung heissen Es sei z. ß. das Element a amal in 
der Anzahl n der Elemente vorhanden, und versehen wir die ver- 
schiedenen a durch Marken, so erhalten wir die Elemente 

«(1) ^(2) «(3) %i) f> ed.. ^.. 

Nehmen wir nun irgend eine Permutation aller Elemente, z. B. 

(^0) ^ «(2) «(3) C ^^ 

und bilden alle diejenigen ComplexC; in denen ohne Aenderung 

der übrigen Elemente 6, c, d etc. nur die verschiedenen Elemente 
a untereinander permutirt werden, so erhalten wir deren ofTenbar 
a! Diese Operation können wir aber bei jeder Permutation vor- 
nehmen ohne die Ordnung der übrigen Glieder zu verändern. 
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Wollen wir aber die Anzahl der wirklich von einander unterschie- 
denen Fermutationen bestimmen, so müssen wir, aus der Anzahl 
aller diejenigen ausscheiden, die nur durch die Versetzung der ver- 
schiedenen Elemente a entstanden sind. Es ist also, wenn wir 
mit Pn (ci) die Anzahl der wirklich verschiedenen Permutationen 
von n Elementen bezeichnen, von denen das eine aber amal vor- 
kommt, 

* 3. P„(a)=p5=l{ 

ra CCi 

Tritt nun neben a, das amal vorhanden, auch das Element 
h mehremal z. B. /^mal in den n Elementen auf (die Marken 1, 

2 a, 1, 2, 3 . . . . ß bezeichnen nur die Anzahl der vorhandenen 

Glieder) ^ 

*(i) • «^2) -.0(3) — ^(a) ' ^(1) • ^(2) • ^{;^) • • • • ^(ß) c. d,e,, ., 
so können wir uns hier wiederum irgend «ine Permutation her- 
stellen, z. B. 

fl(l) «(2) ^(1) cd... 6^2) «(3) ^(3) ^ 

und uns alsdann alle die Complexe bilden, welche ohne Aenderung 
der übrigen Elemente nur durch Permutation der Elemente a 
entstehen; deren sind offenbar a! Eine jede derselben involvirt 
aber ß! Permutationen, die ohne weitere Unterschiede nur durch 
Vertauschung der Elemente h untereinander entstanden sind. Es 
enthält also jede Permutalion der n Glieder a! ß! Complexe, die 
untereinander gleich sind, da sie nur durch Vertauschung der Ele- 
mente a untereinander und der Elemente b untereinander entstan- 
den sind. Bezeichnet man mit Pn (ccy ß) die Anzahl der voneinander 
verschiedenen Permutationen von n Elementen, von denen aber 
eines amal und ein anderes /^mal auftritt, so ist also 

4. P„ («, ß) = ^, 

Setzen wir diese Betrachtungen noch weiter fort, indem wir 
noch andere Elemente mehremal auttreten lassen, z. B. c /mal, d 
(Jmal u. s. w., so tinden wir dass allgemein, wenn mit P« (a, ßj y, 
(J....) die Anzahl der verschiedenen Permutationen nter Classe 
mit Wiederholungen bezeichnet wird: 

Die Herstellung der wirklichen Permutationen ist nun äusserst 
einfach. Sollen wir z. B. diejenigen von 3 Elementen bilden, von 
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denen 2 gleich sind, so haben wir nach dem Früheren die Per- 
mutationen: 

aab aba aab baa aba baa 
Scheidet man nun hieraus die schon einmal vorhandenen Permuta- 
tionen aus, so erhält man die 3 wirklich verschiedenen 

aab aba baa. 

3/ 
Die Anzahl ist 3 = ^77 

Haben wir 4 ungleiche Elemente, so haben wir die Per- 
mutationen : 

abcd abdc acbd acdb adbc adcb 
bacd bade bcad bcda bdac bdca 
cabd cadb cbad cl^a cdab cdba , 

dabc dacb dbac dbca dcab dcba 
Setzt man hierin a = 6 = c, so erhält man statt der 24 
Permutationen nur folgende 4 wirklich von einander verschiedenen: 

aaad aada adaa daaa. 
Also ist, wie auch die Formel verlangt, 

- A(3)= pf = i. 

Erhält man dadurch die Permutationen eines Complexes, dass 
man jedesmal zwei aufeinander folgende Buchstaben miteinander 
vertauscht oder transponirt, so ist die Anzahl der nothwendigen 
Permutationen (Transpositionen) um ztoei Buchstaben von beliebi- 
ger Stellung zu vertauschen stets nngrad. 

Bei dem Beweise dieses für die Anwendungen der Permula- 
tionen wichtigen Satzes kann man unbeschadet der Aligemeinheit 
annehnfen, dass es sich um Yertauschung des' ersten und letzten 
Gliedes d eines Complexes handle, da ausser den zwischen den zu 
vertauschenden Buchstaben auftretenden die übrigen Buchstaben 
doch nicht in Betracht kommen. Es sei der Complex von n Ele- 
menten gegeben : a d f g . . . . k l iy so erhält durch eine Permu- 
tation a die zweite, durch 2 die dritte Stelle u. s. t, also durch 
(n — 1) Permutationen erhält man diejenige, in welcher a in der 
letzten (nten) Stelle steht, während die übrigen Glieder ihre gegen- 
seitige Stellung nicht geändert haben: d f g . , . . k l i a. Hierin 
nimmt nun / die vorletzte (n — 1) Stelle ein und es* bedarf daher 
n — 2 Permutationen, um i an der ersten Stelle des Complexes zu 
erhalten ; i d f g . . > , k l a. Im Ganzen waren also, um i mit a 
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ZU vertauschen, n — 1+n — 2 = 2w — 3 Permutationen nothwen- 
dig^ um die Glieder a und t mit einander zu vertauschen; 2n — 3 
ist aber stets eine ungrade Zahl und gehört somit zur Yertau- 
schung zweier Buchstaben eines Complexes stets eine ungerade 
Anzahl von Permutationen. 

Varlattonen. Sind, wie bei den Permutationen, n Ele- 
mente gegeben, so kann man eine bestimmte Anzahl von Complexen 
herstellen, welche alle nur aus einer bestimmten Anzahl der n Ele- 
mente bestehen. Eine solche Verbindung wird Variation genannt 
und zwar der ^ten Classe von n Elementen, wenn dieselben von 
den n gegebenen Elementen v in sich] fasst. Hierbei unterschei- 
det man Variationen mit und ohne Wiederholung. Erstere sind 
solche, in denen ein je^des Element mehr als einmal in den Varia- 
tionen auftreten kann, während die letzteren kein Element mehr 
als einmal umfassen. 

Betrachten wir zunächst die Variationen mit Wiederholung, 
Denken wir, es seien die n Elemente gegeben: 

a b c d 

und fragen wir uns nun nach allen Variationen zweiter Classe, d.h. 
nach allen denen, in welchen 2 Elemente enthalten sind. 

Offenbar gibt es n Variationen 2ter Classe, welche das Ele 
ment a an der Spitze haben: 

aa ab ac ad ae 

Ebenso gibt es n Variationen mit b als erstem Gliede : 

* ba bb bc bd be 

Eine gleiche Anzahl von Variationen liefern aber auch die 
übrigen Elemente Cj dy e an der Spitze : 

ca cb cc cd ce 

dadb de dd de 

ea eb ec ed ee 



Es kann jedes der n Elemente als erstes Glied auftreten und 
jedes liefert alsdann n Variationen, und es ist daher die Anzahl 
der Variationen zweiter Classe von n Elementen mit Wiederholung, 



wenn man sie durch V^ bezeichnet: 



«-> 
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6. vi 3= n\ 

Suchen wir nun die Variationen SterClasse von n Elementen. 
Unter allen denen, weiche das Element a als erstes Glied haben, 
müssen wir unterscheiden die Gruppe derer, welche als zweites 
Glied ebenfalls a haben, dann diejenige, deren zweites Glied h ist, 
u. s. w. So erhalten wir : 

aaa aab aac aad aae 

aba abb abc abd abe ..... 

aca acb acc acd ace 



Es sind offenbar n^ Variationen in dieser Gruppe vorhanden, 
indem es die Variationen zweiter Classe sind, denen allen a als 
erstes Glied voraufgesetzt ist, und da wir n solcher Gruppen bil- 
den können, jenachdem wir ein anderes Glied als erstes nehmen, 
so folgt daraus, dass 

7. < = nK 

Fahren wir mit diesen Betrachtungen fort, so finden wir, dass 

8. f" = nv. 

Den Beweis dieses Satzes kann man leicht durch Induction 
finden. Gilt der Satz nämlich für die vie Classe von n Elementen, 
so gilt er auch für die ^-f-lte Classe derselben Elemente^ indem 
wir allein n^ Variationen erhalten mit dem ersten Elemente an der 
Spitze; und da n verschiedene Elemente vorhanden, etbält man n 

AI 

Gruppen von je W Variationen, also im Ganzen F , . = n^'+l, wie 

obiges Gesetz verlangt. 

So ist z. B. die Anzahl der Variationen 2tf'r Classe von 3 
Elementen: 3^. Dieselben sind: 

aa ab ac 

ha bb bc 

ca cb cc 

Die Anzahl der Variationen 3ter Classe mit drei Elementen 
ist 3^3 = 27. 

aaa aab aac baa bab bac caa cab cac 

aba abb abc bba bbb bbc cba ebb cbc 

aca acb acc bca beb bcc cca ccb ccc 
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Belrachteii wir nun die Variationen ohne Wiederholung^ 
Wir sehen sogleich, dass bei denen der 2ten Classe mit n Elemen- 
ten aus jeder der n Gruppen, deren jede mit einem anderen Ele- 
mente beginnt, eine Variation ausscheidet, weil sie dasselbe Ele- 
ment zweimal enthält. Wir erhalten also die Gruppe: 

ab ac ad 

ba bc bd 

ca cb cd 
da db de 



• • • 



• 



• • 



« • 



Bezeichnen wir also die Anzahl der Variationen 2ter Classe ohne 

n 
2' 



Wiederholung durch 95r>i so haben wir: 



9. ^l = n.n — 1 = w,.2/ 

Bilden wir nun die Variationen dritter Classe ohne [Wieder- 
holung, so haben wir bei n Elementen folgende, deren erstes Ele- 
ment a ist: 

abc abd abe 

acb acd ace 

adb ade ade * • 



Offenbar sind es (n — 1) Reihen, da der Elemente 6, c, d , 

welche die zweite Stelle einnehmen, n — 1 sind; und jede Reihe 
enthält n — 2 Variationen, also die ganze Gruppe enthält (n — 1) 
(n — 2). Da es nun n solcher Gruppen mit verschiedenen An- 
fangsbuchstaben gibt, so haben wir also: 

3S^ = n.n — l.n — 2 = 113, 3/ 

Gehen wir in diesen Betrachtungen weiter, so sehen wir 
leicht, dass, wenn wir Variationen der vten Classe von n Elemen- 
ten nehmen, wir je(fi — v — 1) Variationen erhalten, deren erste {v — •!) 
Glieder dieselben sind, während nur das letzte Glied von einem 
anderen Elemente gebildet wird. Also ist: 

10. «8^:=(„_y_i) SB^ .^ 
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Daraus ersehen wir nun sogleich, dass 



Durch weitere Anwendung dieses Satzes linden wir folgendes 
Bildungsgesetz: 

11. gS^ = (n — i;rri)(n— ^=^2) (w — 3)(n— 2)(n — l).n 



= w,, . v! 



Nehmen wir z. B. nur 3 Elemente, so erhalten wir als Varia- 
tionen der ersten Classe ohne Wiederholung: 

a b c. 
Variationen der zweiten Classe gibt es 82 .2/ oder 6: 

ah ac ha bc ca eh. 
Eine gleiche Anzahl von 6 ergeben die Variationen 3ter Classe 
(33.3/=:6): 

übe ach hac bca cab cba. 

ComMnationen. Bei den Variationen treten sehr viele auf, 
die nur verschiedene Permutationen desselben Complexes sind. 
Gehen wir nun aber bei der Bildung der Variationen von dem Ge- 
setze aus, dass die einzelnen Complexe die Elemente nur in einer 
bestimmten Reihenfolge enthalten sollen (so dass also alle Permu- 
tationen desselben Complexes vermieden werden), so nennt man 
die entstandenen Verbindungen Combinationen. Auch bei ihnen 
unterscheidet man solche mit und solche ohne Wiederholung. 

Nehmen wir z.B. an, — um das Gesetz über die Anzahl der 
Combinationen mit Wiederholungen abzuleiten, — wir hätten- 4 
Elemente 

_ a b c d 
und bei der Bildung der verschiedenen Complexe gelte die Limita- 
tion (Ordnungs-Einschränkung), dass die Elemente nur in der na- 
türlichen Reihenfolge der Buchstaben in den Complexen auftreten 
dürfen; dann haben wir folgende Combinationen zweiter Classe: 

aa ab ac ad 

hb bc bd •• 

cc cd 

, ' ' dd 

Also erhalten wir 4 Combinationen mit dem Elemente a an 
der Spitze, 3 mit b als erstem, 2 mit c und 1 mit d als erstem 
Gliede. Daraus ersehen wir sogleich, dass allgemein die Anzahl 



^; 



, • 
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der Combinationen (C^) 2ter Classe von n Elementen mit Wieder- 
holungen n enthält, deren erstes Element a, n — 1, deren erstes 
6, n — 2, deren erstes c ist u. s. w. Also ist 

13. (f^^nMn-l)^(n—2)-h + 3 + 2 + 1 = (n + 1),. 

Leicht lassen sich nun auch die Combinationen dritter Classe 
mit Wiederholungen herstellen. Es seien n Elemente 

a b c d e , . . , 
gegeben, so erhalten wir zunächst folgende Combinationen mit a 
an der Spitze: 

aaa aah aac aad aae .... 

abb abc abd abe .... 

acc ücd oce .... 

add ade .... 

Diejenigen, welche 6 als erstes Glied haben, sind folgende: 

bbb bbc bbd bbe 

bcc bcd bce . . , . 
bdd bde . • • . 
bee .... 
Deren, die das Element c voran haben, sind folgende: 

ccc ccd cce . . . « 
cdd cde .... 

CC/C . • . . 
U. S. W. 

Offenbar erhalten wir mit a an der Spitze n Reihen von 
•Combinationen (jenacfadem eines der n Elemente das zweite Glied 
bildet) und zwar enthält die erste Reihe w, die zweite n — 1, die 
dritte n — 2 Glieder u. s. f., also ist die Anzahl dieser Combinationen 

n + n— 1 + n— 2 + + 3 + 2+1 = (w+l)t. 

Nun haben wir aber bei den Combinationen mit b als erstem 
Gliede zunächst eine ganze Reihe weniger als bei a (diejenige näm- 
]ich, deren zweites Glied a ist), und ferner enthält die erste Reihe 
(mit b als zweitem Gliede) nur (n — 1) Combinationen, jede fol- 
gende Reihe, die dadurch gebildet wird, dass der folgende 
Buchstabe die zweite Stelle einnimmt, enthält eine Combina- 
tion weniger, und, wie . man leicht ersieht, erhalten wir als 
Anzahl dieser Combinationen mit b als erstem Gliede: 
w— 1 + n- 2 +....+3+2 + 1= 112. Fahren wir in 
diesen Betrachtungen fort, so ersehen wir sogleich, dass folgendes 
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Gesetz für die Zahl der Combinationen dritter Classe von n Ele- 
menten mit Wiederholungen gilt: 

14.C"= (n4-l)2+W2+(n- 1)2 + . .• .42 +82 + 23 =(»1+2)3 

Setzen wir vor jede Corabinalion dritter Classe das Element a, 
so erhalten wir alle Combinationen 4ter Classe Aiit a an der Spitze; 
ihrer sind es also (n+2)3. Setzt man b vor jede Combination 
dritter Classe mit Ausnahme der (n+l)^ Combinationen^ deren 
erstes Glied a ist, so erhält man alle die Combinationen vierter 
Classe, welche das Element b als erstes Glied haben; ihrer sind es 
also (»1+2)3 — (»4-l)a =(^-+-1)3. Fahren wir in diesen Be- 
trachtungen fort^ so erhalten wir offenbar: 

15. C^.=- (n +2)a + (n + 1)3 +na + (n - 1)3 -h. . . . -f- 4, 4- 3, 

= (n 4-3)4 
Durch Induction können wir nun leicht allgemein zeigen, dass 

16. C^'=(n-f-v-l)y. 

Den Beweis liefert die obige Betrachtung, wenn wir nur statt 

3 die Zahl 1^ nehmen; denn dann findet man dass C^,. 3=(n4-v — l)v 

+ (n-f-v — 2)v-{'{u-\-v — 3)i/-h .. .. + (i/-f-l)v-f- vr = (n4-i/)i/4-i 
sein muss, wie es auch obige Formel verlangt. Es gilt also das Ge- 
setz für v-4-1, wenn es für v gilt und daher gilt es für alle mög- 
lichen Zahlen, da es für 1/ = 2, 3, 4 gültig nach den obigen Be- 
trachtungen ist. 

Betrachten wir nun die Combinationen ohne Wiederholung 
und nehmen n Elemente, so erhalten wir zunächst als Combina- 
tionen 2ter Classe: 

ab ac ad ae , . . , 
bc bd be , ' ' » 
cd ce' , * . • 
u. s. 1. 

Es sind ihrer also (n — 1) mit a als erstem Gliede, n — 2 
mit 6, n — 3 mit c an der Spitze u. s. f. Wir erhalten also als 
Anzahl aller möglichen Combinationen ohne Wiederholung 2ter 
Classe mit n Elementen: 

17. ^2 = n^^ + n"— '2 4-w— 3-|-....+3-f-2-f-l =n2. 
Leiten wir die Combinationen drittter Classe aus denen zweiter 
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IT- 

Classe ab durch Vorsetzen der einzelnen Elemente a, 6, c . . . ., so 
liefert ersteres nichtn2 Comhinationen, sondern n^ — (n—l)=(n — 1)2, 
da alle jene Comhinationen zweiter Classe, welche a als erstes Ele- 
ment bereits haben, bei der Bildung derer dritter Classe nicht mehr 
in Betracht kommen können. Daher wird 

18. (53=(n-l)2+(n-2)2+....-»-32-»-2^ =113 
Und allgemein erhält man die Formel: 



19. e'=n 



"v 



deren Richtigkeit sich durch Induction ohne Weiteres zeigen lässt. 
Man kann aber auch auf anderem Wege dieses Gesetz ableiten. 
Man erhält nämlich die Comhinationen ohne Wiederholung offen- 
bar, wenn man aus den Variationen ohne Wiederholung diejenigen 
ausscheidet, die nur Permutationen desselben Compiexes sind. Es 
ist aber die Zahl der Variationen i'ter Classe von u Elementen ohne 
Wiederholungen nach dem Früheren : 

V 

Der Permutationen von v Elementen sind es aber vl^ und 
somit haben wir, wie man sofort erkennt: 



.» 



n 98 Hi/.vt 



19»' g;«^=:ii:fl = n^ 

Es sind z. B. 12 Variationen zweiter Classe von 4 Elemen- 
ten und je 2 sind Permutationen desselben Compiexes ^^ daher 

müssen es der Comhinationen — = 6 sein. Die Variationen sind: 

ah ac ad ba bc bd ca cb cd da db de. 
Hierbei ist ba nur Permutation von a6, ca von ac, da von 
ad u. s. w. und man erhält also nach Ausscheidung dieser die fol- 
genden 6 Comhinationen: 

ab ac ad bc bd cd. 



Sechfiitefii Kapitel. 

Anwendungen der Permutations-, Variations^ und Combinations^ 

Rechnung, 
Die genannten Hechnungsarten finden im praktischen Ge- 
brauch eine ungemein grosse Anwendung. Wir wollen hier jedoch 
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tiur die Anwendungen auf die Wahrscheinlichkeits-Bechnung und 
auf, die Auflösung der Gleichungen ersten Grades mjt mehren Un- 
bekannten einer näheren Betrachtung unterwerfen. 

1 . Wahrschelnliehkeltsreehnnng. 

Können bei einer Sache verschiedene Fälle eintreten, so kann 
man sich danach tragen, welche Wahrscheinlichkeit es habe, dass 
von diesen n Fällen, deren einer eEenso gut wie jeder andere ein- 
treten kann, ein bestimmter Fall von allen oder einer aus einer 
bestimmten Anzahl derselben eintrete. Die Rechnung, welche diese 
Wahrscheinlichkeit in Zahlen ausdrückt, nennt man die Wahrschein- 
licbkeitsrechnung.^ 

Wir bezeichnen die Gewissheit, dass ein Fall eintritt, durch 
die Einheit, dann wird offenbar die Wahrscheinlichkeit, da sie ge- 
ringer ist als die Gewissheit, durch einen Bruch dargestellt. Sind 
z. B. n Fälle möglich., von denen einer eintreten muss, und hat 
jeder dieselbe Wahrscheinlichkeit, wie der andere, so wird diese 

lür einen jeden Fall dargestellt durch — , und die Wahrscheinlich- 

n 

n 
keit, dass ein Fall überhaupt eintrete, ist — = 1 d. h. ist Gewissheit. 

Die Rechnungen, die in einzelnen Fällen hierbei auttreten können, 
werden durch die nachfolgenden Beispiele erläutert. 

BeGndet sich an einem Tische eine gewisse Anzahl (n) von 
Personen, so kann man fragen, welche Wahrscheinlichkeit hat es» 
dass die Personen in einer bestimmten Reihenfolge nebeneinander 
sitzen. Die Anzahl aller möglichen Fälle, die offenbar die Permu- 
tationen von n Elementen ohne Wiederholung bilden, ist hierbei 
n/. Die Wahrscheinlichkeit also, dass eine dieser Reibenfolgen ein- 
trete, ist — i 
n! 

Es seiep in einer Urne 12 Kugelchen., von denen 8 weiss und 
4 bunt (rolh, gplb, grün und blau) gefärbt seien. Nimmt man 
nun eine Kugel heraus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass man eine 

bestimmte Kugel z. B. die blaue Kugel herausgreift, gleich r^i ""d 

die Wahrscheinlichkeit, dass man überhaupt eine bunte Kugel er- 

4 1. 
greift, istj^ ~ "ö" — Nimmt man nun alle 12 Kugeln, eine nach 
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der andern, aus der Urne, so fragt es sich, auf wie viel verschie- 
dene Arten jede mit einer anderen Reihe der aufeinanderfolgenden 
Farben dies geschehen kann; es bilden diese, wie man leicht ein- 
sehen kann, Permutationen mit* Wiederholungen und wir haben 

19/ 

also als Anzahl aller möglichen Fälle Pj 2 (8) == i^ = 9 . 10 . 11 . 12 

s= 11880. Die Wahrscheinlichkeit, dass man die Kugeln in einer 
bestimmten Reihenfolge z. B. weiss, weiss, roth, weiss, gelb, weiss, 

weiss, grün, weiss, weiss, blau, weiss herauszieht, ist also fTnoTv« 

Hat man sieben nach den Regenbogeniarben gefärbte Kugeln 
und sieben ebenso gefärbte Urnen , und man ^wirft in jede, ohne 
dieselben zu sehen, eine Kugel, so können offenbar 7/ verschie- 
dene Fälle eintreten, da diese die Permutationen von 7 Flementen 
ohne Wiederholung bilden; und die Wahrscheinlichkeit, dass jede 
Kugel in die gleich gefärbte Urne kommt, ist also, da dieser Fall 

1 1 

nur einmal unter jenen 7/ Fällen vorkommen kann, =-? ä ^^rjyr. 

7 / oU4ü 

Hat man die 7 bunten Kugeln in einer Urne und nimmt je 
eine Kugel heraus, alsdann eine zweite, ohne die erste wieder 
hinein zu thun, alsdann ebenso eine dritte und untersucht man 
nun alle möglichen Fälle, welche bei der Herausnahme der drei 
Kugeln eintreten können, so hat man Variationen dritter Classe 
von 7 Flementen ohne Wiederholung; also sind 73.8/ =210 
Fälle möglich, die Wahrscheinlichkeit, dass man die rothe, orange 

und gelbe Kugel in der genannten Reihenfolge erhalte, ist also ^^ä* 

Werfen wir jedoch vor der Herausnahme der zweiten Kugel 
die erste wieder hinein, so haben wir Variationen mit Wiederho- 
lung, also ist alsdann die Wahrscheinlichkeit, dass man die drei 

1 1 

Kugeln roth, orange und gelb zieht, =3 = ötö- 

Es befinde sich in jeder von 7 nach dem Regenbogen ge- 
färbten Urnen eine mit derselben gleich gefärbte Kugel und die 
Urnen mögen nach emer bestimmten Ordnung nebeneinander z. B. 
gemäss der Aufeinanderfolge der Farben stehen. Nimmt man nun 
aus einer Urne eine Kugel, z. B. orange, wirft sie wieder hinein^ 
2ieht dann aufs Neue, indem man nur nach der Seite des violet* 
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ten hin fassen darf, so dass man also nicht die reihe Kugel erhal- 
ten kann, sondern nur die orengefarbene oder eine der weiteren, 
so kann man sich fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dass man 
dreimal hintereinander die orangefarbene Kugel erhält. Alle hier- 
bei möglichen Fälle bilden oflenbar Combinationen der 3ten Classe 
von 7 Elementen mit Wiederholung und es ist somit die Wahr- 
scheinlichkeit des einen Falles : ;^=—^r- = q- = 5-7- 

Darf man jedoch die einmal gezogene Kugel nicht wieder in 
ihre Urne werfen, so dass man also nur in bestimmter Reihenfolge 
die Kugeln — und keine mehremal — ziehen kann, so ist die Wahr- 
scheihlichkeit, dass man z. B orange, grün, blau nach einander zieht 

=-= ^, da alle möglichen Fälle Combinationen der 3ten Classe 

mit 7 Elementen ohne Wiederholung bilden. 

Hat man w Complexe von je 2 Elementen, deren eines'positiv 
und deren anderes negativ ist, wie :' 

so kann man dadurch, dass man aus jedem 1 Glied (ohne Wieder- 
holung) nimmt, verschiedene Combinationen bilden. OITenbar gibt 
es nur einen Fall, in welchem nur negative Elemente auftreten, 
und ebenso nur einen Complex, der alle positiven Elemente enthält. 
Stellen wir nun die verschiedenen Combinationen her, indem wir 
mit derjenigen beginnen, deren sämmtliche Elemente negativ sind,- 
und indem wir dann alle jene nehmen, die nur ein positives Ele- 
ment enlhalten u. s. w., so ergeben sich die Complexe: 

1) —b —d — /• -h 

2) -l-a —d —f—h 

—b +c —f —h 

—6 — rf +f — h 

— b —d — f 4-^ 

• « • « 
« « « i 

• « « « 

3) 4-i» 4-c — f — h 

■i-a — d +e — h 

+a — d — f -{-g 

• • • • 



"^ Ä 
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— b +c +e — h 



b —d +« +^ 



4) +a +c 4-e — A 

+a +c — / 4-^ 



4-a — d -H +5f 



• 



• 



Man erhält also einen (»n^) Complex mit nur negativen 
Gliedern, Wj Complexe mit je einem positiven GJiede, -— f— q- == n^ 

Complexe mit je zwei positiven Gliedern, ' ^ ^ n = ^3 

Complexe mit je o positiven Gliedern u. s. w. f., also allgemein ny 
Complexe mit v positivei\ Gliedern. 

Fragen wir uns nun nach dem Werthe jedes einzelnen Com- 
plexes, wenn man a == 5 = c == (2 u. s. w. setzt. Der Werlh der 
ersten Combination, aus n negativen Elementen bestehend, ist 

— n.üj der Werth einer Reihe mit einem positiven Elemente ist 

— (n— 2)a, der einer solchen mit 2 positiven ist — (n— 4)a, 
der einer mit v positiven Elementen ist — (n — 2v)a. Die letzten 
positiven Reihen haben also die Werthe (n — 6)a, (n — 4)a, 
(» — 2)a und na. 

Die Werthe zerfallen in positive und negative^ wo^on je einer 
mit dem andern addirt die Summe geben wurde. Ist n grade, 
so hat offenbar ein Complex - (n — 2v)a den Werlh 0. fst aber 
n ungrade, so gibt es kein Mittelglied C^it dem Werlhe 0), son- 
dern nur entsprechende positive und negative Glieder. 

Nehmen wir z. B. n = 10, so erhalten wir folgende Reihe 
von Binomial-CoefGcienten, welche die Anzahl der Fälle mit je 
keinem, einem, zwei, drei etc. positiven Gliedern angeben: 

lOo 10| 10.^ IO3 10, IO5 10„ 10, lOg lOy lOjo 
d.i. 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 

Dronke, Einleitang in die höhere Algebra. & 
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Da die Zahl n=10 grade ist, so niussalso von einer Anzahl von 
Complexen (IO5 = 252) jeder den Werlh ergeben. Setzt man 
a = 1, so erhalten die Complexe, deren Anzahl je durch die obi- 
gen Binomial-Coefficienten angegeben werden, folgende Werthe: 
__10 ^8 —6 —4-2 -0 -f-2 +4 +6 +8 +10 

Die Wahrscheinlichkeit eines jeden möglichen Falles ist 

^Y^, da die Anzahl der Fälle allgemein nj,+ni+n2+n3+ 

-|-?e„_2 +nn-!-f-ntt = 2" ist. Das relative Verhältniss der Wahr- 
scheinlichkeiten, dass man einen Complex erhalte, dessen Werth 
— 10, — 8, — 6, — 4 etc. beträgt, ist ausgedrückt durch die obige 
Reihe von Binomial-Coefficienten. Die grösste Wahrscheinlichkeit 

(252 \ 
T-TTT-^list vorhanden dafür, dass man den Werth erhält; die 
1024/ 

nächst grösste Wahrscheinliclikeit (rÄ^) »st dann für den Fall vor- 
handen, dass man — 2 oder +2 erhält u. s. w. f. 

Bei physicalischen Beobachtungen werden Fehler gemacht, 
die sich aus einer Anzahl kleinerer Elementarfehler zusammen- 
setzen; letztere können sowol positiv, wie negativ sein. Nehmen 
wir diese- +a und — fi, so wird also, weijn n Elementarfehler vom 
Werthe a möglich sind, der Gesammtfehler die Werthe 

— na, — (n — 2)a, — (w — 4)a,....(n — 4)«, (n — 2)a na 
annehmen können und die Wahrscheinlichkeit, dass z. B. derselbe 
— (n — 2v)a sei, ist 

wie wir aus den vorhergehenden Betrachtungen ohne Weiteres er- 
sehen können. 

2. 'AuflSsimg der Gflelchmigeii ersten Grades 
mit mehren Unbekannten. 

Determi nante. 

Ehe wir zur allgemeinen Auflösung von Gleichungen mit be- 
liebig vielen Unbekannten vermittelst der Determinanten"^) übergehen. 



*) Anm. Die Delerminanle, auch Resiillante genannt, wurde zuerst von 
Leihnilz angewendet. Ihre Kigenschaften sind hauptsächlich durch Cramer 
Cauchy, Jacobi, Vandermonde, Laplace und Cayley gezeigt worden. 
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wollen wir als ein specielles Beispiel die folgenden drei Gleichungen 
zu lösen suchen: 

1. a|a?-f-ft|y-l-C|« = )7j . 

3. a^x-i-b^y-hc^z = ^3. 

Hierbei sind die Bekannten einer jeden Gleichung durch eine 
Marke bestimmt, die der ersten durch 1 u. s. f. Die Coelficienten 
von X sind alle a, die von y alle b u.s. f. genannt. Hierbei sind 
jedoch die Constanten Oi^aj... nicht zu verwechseln mit den 
ähnlichen bezeichneten Binomial-Coefiicienlen. 

Multiplicirt man die zweite Gleichung auf beiden Seiten mit 
dem Factor m und die dritte mit n, so erhält man durch Addition 
der drei Gleichungen die neue: 

4. xiax-{'ma2'hna^)-\-y(bi-\'mb2-i-nb^) -h Äfci-MwCj+nc^) 

Nun bestimme man m und n so, dass sie den beiden Gleichungen 

6i4-mft2+M63 = 0, 
C| +mc2-l-nc3 =0 

genügen. Offenbar gibt es für m und n nur je einen Werth, 'der 
den obigen Gleichungen entspricht. Durch Losung derselben 
erhält man: 

5|C^ — b<iCi 

flu sss — := ä — L 

Es unterscheidet sich, — wie wir dies auch direct hätten daraus 
ableiten können, dass m und n nur dhrin verschieden sind, dass 
ersleres mit den mit 2 markirten Constanten und letzteres ebenso 
mit den mit der Zahl 3 markirten Coefficienten multiplicirt ist, — 
der Werth von m von dem Werthe von n nur durch die Ver- 
tauschung der Marken 2 und 3 miteinander. 

Setzt man nun obige Werthe von m und n in die Gleichung 
(4) ein, so erhält man folgende neue Gleichung: 

5. xLa ^^1^3 — ^3^1 ^ ^ fetCa— ^2 ^1 a\ = 
\ ^2^3 — ^3^2 ^ ^2^3 ~" ^3^2 ^/ 

^*~" b~c —b c '^' b e —bc *^^' 

"a^3 *'3*'2 • *'2*'3 *'3^2 

Ohne Weiteres erhält man hieraus fär x den Werth: 

5* 
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^ ^1^2^3 ^1^3^2 Ö2^1*^3'^"*'2^3^l "^^ ^3^1^2 ^3^2^! 

Der Werth von y^^ der aus den obigen Gleichungen folgert, 
ist offenbar nur dadurch von dem Werthe von x unterschieden, 
dass an der Stelle von a der Coeitlcient h und umgekehrt zu 
.setzen ist. Aul entsprechende Weise, durch Vertauschung der 
Coefficienten c und a miteinander, kann man aus der Gleichung 
für X auch den Werth von % ableiten. Es ist, wenn man den 
Nenner wiederum in der obigen Reihenfolge schreibt und dabei 
auf die Vorzeichen achtet: 

^lU3<^2"^^2^3)+^2(^l<^3—<^3Cl)"Kg3 («2^l ^'1^2 ) 



7. y = 

und • 

8. Ä = 



gi{a^h^—a^h^)-\rg^(a^hx—aih^)-)rg^(aihc^—a2,hi) ^ 

Die Nenner der . drei Brüche sind einander gleich und man 
nennt diesen Ausdruck die Determinante der drei Gleichungen 

(1, 2, 3). 

Ordnen wir in den einzelnen Summanden derselben die 
Buchstaben nach den Marken, so erhalten wir, wenn wir zunächst 
von den Vorzeichen absehen, folgende Ausdrücke: 

a^hiC^ diC^h^ h^a^c^ Ciütb^ b^c^^d^ ^^i^s^s* 
Lassen wir bei diesen Ausdrücken die Marken fort, so erkennen 
wir in ihnen ohne Weiteres die sechs möglichen Permutationen 
der drei Elemente a, h und c. Betrachten wir nun in diesen 
Permutationen 

abc ach bac cab bca cba 

die Reihenfolge der Elemente und bezeichnen durch grade Folge 
diejenige, bei welcher die Buchstaben in der natürlichen Ordnung 
des Alphabets stehen, dagegen durch inverse Folge diejenige, bei 
der die Buchstaben nicht in der natürlichen Folge auftreten, so 
finden wir, dass die erste Zahl abc keine inverse Folge hat, da- 
gegen die zweite Zahl zwei grade {ab und ac) und eine inverse 
Folge {bc) zählt; der dritte Complex enthält wiederum zwei grade 
(6c und ac) und eine inverse Folge (6a); die vierte und fünfte 
Permutation haben je eine grade und zwei inverse Folgen und 
die letzte hat drei inverse Folgen. Hieraus 3ehen wir sogleich 
die Uebereinstimmung, dass bei einer graden Anzahl \0, 2) in- 
verser Folgen der Ausdruck positiv, dagegen bei ungrader Anzahl 
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(1, 3) inverser Folgen derselbe negativ wird. Aus diesen Be- 
trachtungen finden wir leicht das ßildungsgesetz der Determinante: 
Man nehme die diei Elemente a, b, c und bilde alle möglichen 
Permutationen von denselben: 

abc acb bac bea cab cba. 

Alsdann markire man jeden Buchstaben mit der Ziffer, die seine 
Stelle in dem Complexe angibt: 

01^2^3 Ö1C263 ^102^3 b^Cid^ Ctöj^a ^16203» 
zähle die inversen Folgen eines jeden Complexes, gebe das Zeichen 
„+-" denen ^ die eine grade Anzahl, und das Zeichen „ — " denen, 
die eine ungrade Anzahl von inversen Folgen haben, so erhalten 
wir die Determinante der drei Gleichungen (1, 2, 3) als die alge- 
braische Summe der Complexe, also 

9. D = Oib^c^ — aib^c^ — üzbiC^ -ha^b^Cf-i- a^biC2 — «362^^1» 
die man auch schreibt: 



D = 



a^ b^ Cj 
«2 ^2 ^2 

^3 *3 ^3 



indem man die Horizontalreihen durch die Reihenfolge der Buch- 
staben (mit denselben Marken), die Verticalreihen durch die Reihen- 
folge der Marken (bei demselben Buchstaben) bildet. 

Da man bei der Bildung der Permutationen jedesmal zwei 
Complexe erhält, die sich nur durch Vertauschung zweier auf- 
einander folgender Buchslaben unterscheiden, durch welche Ver- 
tauschung die Anzahl der inversen Folgen um eine zu- od«r ab- 
nimmt, also ein Zeichenwechsel hervorgebracht wird, so entspricht 
also jedem positiven Gliede der Determinante ein negatives, und 
muss diese somit aus drei positiven und drei negativen Sum- 
manden bestehen — natürlicb abgesehen von den Vorzeichen der 
neun Zahlen selbst. — So entsteht z.B. der Complex a^biC2 
(ftiCjös) aus dem Complexe «2^163 (6102^3) ^urch Vertauschung 
von a mit c und wird dadurch, die Anzahl der inversen Folgen — 
da sich die Stellung von b zu den beiden andern Buchstaben nicht 
geändert hat — um eine grösser, nämlich durch die andre An- 
ordnung der beiden Buchstaben a und c selbst. 

Sondern wir zwischen je zwei Summanden den gemeinschaft- 
lichen Factor a^, resp. a2 und a^ positiv ab, so erhallen wir 
folgende Summe: 

D = ai{hzC.^—b^C2)'ha.,(h^iCi-'biC.^)-\-a^{b^c^ — b„c^), 
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Führt man nun tolgende Bezeichnung ein: 

^'i^3'^^3^2 = ii = 



10. { h^Ci — 6iC3 = ^2 == 
^iC, — b^Ci = ^3 = 



»2 


«2 


h 


Ca 


K 


«3 


K 


Cl 



6, 



so kann man für D schreiben: 

9a. D = ai^i +0,^2 +^3^3- 
Dadurch erhält man für x den Werth 

ffl ♦^|-hg^2.i2 + ^3'^3 



J. J.. o/ — - 


D 






Setzt man den Ausdrücken i| u. s. w. entsprechend : 




12. Äj = «302—02^3 ^^ 


^2 «2 
C3 03 


Äj = Ö1C3 öfaCj = 


C3 


«3 
«l 


J?3 = «2^1 ^i^Z = 

und ebenso 


«2 «2 






13. Ci — «2^3 — 03*2 — 

C3 = aj 


«2 ^2 

Ö3 ^3 

&2— «; 


C2 


= «3* 
«2 ^2 


1— «1*3 = 


«3 
«1 


*3 
6| 



SO erhält man noch: 

9b. D = 6,J?i+ 62*2+^3*3 



und ferner: 



IIa. 



,, _ ^lgl+^2^2+P3^3 



Betrachtet man die Determinante genauer 



D = 



^1 6| C| 

^2 *2 ^2 
«3 *3 C3 



= 01*2^3 <*1*3<^2 — <*2*I^3+<*2*3^1+«3*|C2 



SO ersieht man sofort, dass jeder Complex der algebraischen 
Summe zusammengesetzt ist aus je einer Zahl einer Horizontal- 
und einer Vertical-Beibe so zwar, dass nie aus irgend einer Reihe 
gleichzeitig zwei Zahlen in einen Complex eintreten. Betrachtet 
man daher von diesem Gesichtspunkte aus, dass jede Zahl nur mit 
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denjenigen vereinigt auftreten kann, die in anderen Colonnen (ho- 
rizontalen und verticalen) auftreten, die Bildung der Determinante, 
so zeigt sich sofort folgendes Gesetz: 



l> = 



14. 



«1 bi C] 


— 


üi a^ «a 


tto ^2 ^'2 




ft, 62 ^3 


«3 ^3 ^3 




C| C2 C3 



d. h. man darf die horizontalen mit den verticalen Reihen vertau- 
schen. Das erste — positive — Glied der Determinante wird 
durch die Diagonalreihe von links oben nach rechts Junten, das 
letzte — negative ' — durch die zweite Diagonalreihe gebildet. 
Bei der Bildung der Unterdeterminanten A^, A2, A.^, Bf, B^, B^, 
C| , Cj und C^ sind die Vorzeichen von besonderer Wichtigkeit, 
da man dieselben stets mit den Werlhen der entsprechenden Coef- 
ficienten a, b oder c zu multipliciren und die Producte zu addiren 
hatte, um die Deterpiinanle zu erhalten. Leicht zu behalten ist 
die Bildung der Unterdeterminanten (bei drei Gleichungen) mit dem 
richtigen Vorzeichen, indem man sich sowohl die 3 Buchstaben 
d, b, c als auch die Ziffern 1 , 2, 3 auf dem Zeigerblatte einer 
Uhr regelmässig vertheilt denkt, so z. B. dass a (resp. 1) auf 12, 
b (resp. 2) auf 4, c (resp. 3) auf 8 steht: 



a 
-<- q 



1 



Hat man nun eine Unterdeterminante, z. B. B zu bilden 
(welche weder den Buchstaben b noch die Marke 2 enthält), so 
nehme man die beiden andern Buchstaben in derjenigen Reihen- 
folge (c, a) zur Bydung der Horizonlalreihe, in welcher man sie 
erhält, wenn man vom entsprechenden kleinen Buchstaben (b) in 
der Richtung des Zeigers der Uhr (\^, rechts herum) geht; die 
Marken aber setze man (in den Verticalreihen) in eben derselben 
Weise, indem man auch die Reihenfolge durch Recbtsdrehung be- 
stimmt. £s ist also 

Iß 2 ■^*" ^3 0^3 

Die Vorzeichen sind alsdann für das Product der Zahlen, die 
in der Diagonale von links oben nach rechts unten stehen, posi- 
tiv, bei der zweiten Diagonale negativ. Einfach ergibt sich da- 
her z. B.: 
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oder 



Äl = 


c, a. 




q ai 


(7,= 


a, 6, 




«3 *a 



= Ca «1 — Ct As 



= ffj 6j — Ä» ^3 



u. s. w. 

Eine andre einfache Ableitung der Determinante aus ihren 
Unterdeterminanten ergibt folgende Betrachtung. Nach den bereits 
weiter oben gemachten Bemerkungen hat die Vertauschung zweier 
aufeinanderfolgender Buchstaben einen Zeichenwechsel zur Folge, 
d. h. man erhält dieselbe Determinante, jedoch mit umgekehrtem 
Vorzeichen, wenn man zwei aufeinanderfolgende Horizontal- oder 
Verticalreihen miteinander vertauscht; es ist also: 



15. 



«i *i C| 


= (-1). 


6i fli Ci 


= (-1). 


a b^ C2 


Äj 6, c, 




62 a2 C2 




«i ^1 C| 


ö» h C3 




*3 <*3 ^Z 




«3 ^3 ^z 



u. s. w. 



Durch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes erhalten wir: 



15 



a 



«1 f>l Ci 


=(-1). 


Ct 81 a, 


= (-1). 


Ö3 *3 «3 


« 


^2 ^2 ^2 


a^ b^ C2 




Cj 62 ^2 




02 ^2 ^2 




*1 «1 «1 


«3 *3 ^z 




C3 63 03 




«1 61 Cj 




*3 «3 «3 



Daraus ergibt sich dann sotort unter Beachtung, dass ( — 1)' 
= -t-l ist: 



16. 



C-1)».«, 16, 



3 





« 


«1 6 


l Ci 




02 ^2 ^2 




Ö3 *3 <^3 


Cj 


+ (--1)^02 


&, Ci 


«3 






^3 ^^3 



+(-l)^«i 



6, Ci 
6j Cj 



= (-!)• -/(-l)"-»! 



( 



= (-1)*-/ (-Do Ot 



{ 



«» 


Cl 


«3 


C3 


«1 


»2 


«J 


S 



+ (— 1)*.62 



«1 c, 

Ö3 <^3 



+(^-l)2 63[aj ci 



+ (~l)*.c 



2 



«i öl 

0^3 Ö3 



+(-l)^C: 



102 C2I/ 
«2 öJ/ 

Bei dieser Art die Determinante zu schreiben, sind die Buch- 
staben und die ZilTern, welche in den Unterdeterminanten auftre- 
ten, in der natürlichen Reihenfolge geschrieben. Die vor der De- 
ternoinante stehende Potenz von ( — 1) hat zum Exponenten die 
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Zahl, welche die Stellung des in den Unterdeterminanten nicht auf- 
tretenden Buchstabens vom ersten Buchstaben a an gerechnet 
angibt. 

Leicht lässt sich nun auch einseben, dass folgende Gleichun- 
gen noch gelten: 



17. 



^i 


hi 


C| 


6, 


6, 


C2 


b. 


b. 


^3 


C| 


ht 


Cl 


Cl 


bi 


Cj 


Ca 


b. 


C| 


«1 


«1 


Ci 


a. 


«2 


Cl 



= biAi^b2A2-\-bzAi =0 



=: Cj i, 4- c, 4, -f- c, /l, = 



^«1 Ä| -f-az ^2 + «3 *8 = 



i«3 «a Cjl 



u. s. t. 



d. h. die Determinante nimmt den Werth an, sobald zwei Verti- 
cal-Reihen (und daher auch wenn zwei Horizontalreihen) identisch 
sind, oder mit andern Worten, die Determinante verschwindet, wenn 
man einen Buchstaben (oder eine Marke) durch einen zweiten er- 
setzt, ohne eine Vertauschung des zweiten durch den ersten vor- 
zunehmen. Es treten nämlich, wie die frühere Betrachtung der 
Determinante zeigt, je zwei Summanden von verschiedenem Vor- 
zeichen auf, die durch Ersetzung eines Buchstabens durch einen 
andern (resp. einer Marke durchweine andere) identisch werden 
und sich daher aufheben; daher muss die Determinante ver- 
schwinden. 

Gehen wir nun zu der Bestimmung der n Unbekannten aus 
n Gleichungen des ersten Grades über. Dieselben seien: 



I. 



aia;+62y+C2«4-^2u4-....-hS2| 
«40? 4- bty + c^z-hdiU -f- . . . . -l-»4^ = 



= ^1 

93 

9* 



Es sind also alle Coefficienten von x durch^a, die von y 
durch b u. s. w. bezeichnet, und die Marken zeigen an, in welcher 



— 74 - 

der vorstehenden Gleichungen der Coefficient auftritt. Im Ganzen 
enthält der Complex n^ Coeificienten. Zur Bestimmung der Deter- 
minante bilden wir alle Permutationen der als Coetficienten vor- 
kommenden n Buchstaben abcd .... 

abcd .... abdc . . . acbd .... u. s. w. 
versehen alsdann jeden Buchstaben mit einer seiner Stelle im Com- 
plexe entsprechenden Marke: 

zählen alsdann bei jeder Permutation die Anzahl der inversen Fol- 
gen, und geben dem Complexe das Zeichen „+" bei einer gra- 
den Anzahl, das Zeichen „ — *' bei einer ungraden Anzahl inverser 
Folgen, so ist die Determinante D gleich der algebraischen Summe 
der sämmtlichen Permutationen und hat also n! Summanden. Bei 
3 Gleichungen hat also D 6, bei 4 Gleichungen 24 Summanden 
u. s. w. 

Sondert man nun in den Summanden die Factoren'a|ia2f ^s ••• • 
alle mit dem Vorzeichen + ab, und nennt man alsdann die Summe 
(Unterdeterminante von n— 1/ Summanden), die mit a^ zu multi- 
pliciren, Ai Tsie enthält keinen Coefficienten a, und von den übri- 
gen Coetßcienten ist kein einziger aus der ersten Gleichung), und 
dem entsprechend die andern Unterdeterminanten ij' ^a ^^^•' ^^ 
ist also auch: 

D^\ai bf Ci dl S| = iija, -Hi42^2 ^'^3^3"^••♦•"^^'»^»• 
,fl2 »'2 ^2 ^2 •..•.S2 
11. i«3^3 C3 d^ «3 

a^ b^ C4 ({4 S4 



^n ^n Cn «n Sn 

Alsdann ist: 

Auf dieselbe Weise nun verwandelt man den allgemeinen 
Ausdruck der Determinante in Summen von Producten, deren einen 

Factor die Zahlen +6,, -f-&2» +^3 oder H-q , 4-C2 , +C3 etc. 

bilden, und bezeichne die entsprechenden andern Factoren durch 
Äj , Ä2» ^3 » resp. (7,, C2, Cj u. s. w., so dass also ist: 

D = ß,6|-f-J?2^2 + ^a*3+-- 

= C'|C| +C2C2-|-C3C3-h. . . . U.S.W. 



— 75 — 



Die Summen Bi^B^^B^ — enthalten kein b und die Marken 
der übrigen Coefficienten a,c, d , . . ,, welche die genannten Unterde- 
terminanten bilden, enthalten diejenige Marke nicht, welche die ent- 
sprechende Summe B hat. 

Alsdann bat man als Lösungen der Gleichungen folgende 
Werthe: 



IIl^ 



IH 



c. 



^ Bigj-hB^g^+B^g^-i- 4- Bn9n 

■ 

% 5 



Es bleibt nun noch zu beweisen übrig, dass durch die obigen 
Formeln in Wirklichkeit auch die richtigen Lösungen gegeben 
werden. 

Zu dem Behufe betrachten wir zunächst die Bildung der 
Determinanten und ihrer Unterdeterminanlen genauer. Es ist 



J) s: 



üi 6| C| dl 9\ 

^2^2 Cj dr^ $ 

«a *a C3 ^3 •• • 



2 

«3 



fln *« C„ dn ««I 

und enthält jeder Summand der Determinante gemäss der angege- 
benen Bildungsweise n Factoren und zwar aus jeder Yertical- und 
aus jeder Horizontalreihe eine und nur eine Zahl, und zwar ent- 
steht der erste — positive — Summand durch Multiplication aller 
in der Diagonale a^^Sn stehenden Glieder; und. diese Regel soll 
iest gehalten werden, dass stets der Complex aus den in der Dia- 
gonale von links oben nach rechts unten stehenden Zahlen als 
erster Summand der Determinante mit dem Vorzeichen „+'' gilt. 
Jeden andern Summanden kann man offenbar erhalten durch 
successive Yertauschung von je zwei aufeinander folgenden Buch- 
staben. So z. B. kann man aus dem ersten Complexe 



«1 ^2 H ^4 



5in 



wenn alle nach d stehenden Buchstaben ihre Stellung nicht ändern, 
leicht durch nachstehende Yertauschungen je zweier aufeinander- 
folgender Buchstaben die 4 ersten in umgekehrter Ordnung erhal- 
ten, unter Beifügung der zugehörigen Marken: 

dl &2 ^3 <^4 *n 
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(f| 02 dj C» Bn 

. dl a^ C3 64 «n 

<^l ^2 «3 64 Sn 

dl C2 bj Oi «I» 

Vertauscht man nun zwei aufeinanderfolgende Buchstaben» 
so ändern dieselben ihre Stellung zu allen übrigen Elementen des 
Complexes nicht, dagegen wird ihre gegenseitige Folge umgekehrt 
und nimmt somit die Anzahl der inversen Folgen bei dieser Ver- 
tauschung entweder um eine zu oder ab und kehrt sich somit das 

n! 

Vorzeichen um, d. h. die Determinante besteht aus -^ positiven 

n! 

und -^ negativen Summanden. Aus vorgemachten Bemerkungen 

folgt ferner sofort: 



IV. 



df 6| C| c(| . . . . $1 

($2 ^2 ^2 1 * * * * ^2 
flj 63 C3 ^3 . . . . «3 



- (-1). 



6| 01 C| df . . . . <| 

2 ^2 ^2 2 • • • • ^2 
O3 (I3 Cj CI3 • . . . S3 



»'fi On Cn «n • • • • *n 



Ä|| ^n C|i w» • . . . Sft 

Da nun nach dem Bildungsgeselze der Determinante ofienbar 
die Vertical- und Horizontalreihen miteinander vertauscht werden 
können, also 



V. 



01 6| C| df| . . . . Sj 


= 


!0| 02 03 04 ... . 0» 


02 ^^2 ^2 2 • • • • ^2 




6, 62 63 64 .... 6„ 


03 &3 C3 d^. . ,, »3 




Cj Cj C3 C4 . . . . Cn 


• • • 

• • • 




! • . * 
1 • • • 


• • • 
« • • 


' 


j • . . 
1 • • • 



so ersieht man auch, dass ein Zeichenwechsel stattfinden muss, so- 
bald man zwei aufeinanderfolgende Horizontalreihen d. h. zwei Har- 
ken miteinander vertauscht: 



VI. 



0| 0| C4 0| .... 5| 

2 2 2 2 * * * * *2 
03 V3 C3 U3 .... 53 



ön vn C» 0|| .... Sn 



(-1). 



0o &'> Co d 



2 1^2 "2 



0| 6| C| U} .... 5| 

0S ^3 ^3 dg ... . S3 

... 

• • a 

• • • 

. • • 

^n in ^n d .... 5 
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- (- 



■1.)* . «3 *3 <^3 ^i *3 

(l| 0| C| U| . . . . 5| 

2 2 ^2 2 * * * * *2 



ön **« C|i ««.... Sit 
U. S. t. 

Lässt man nun die erste Horizontal- und erste Yerlicalreihe 
weg, so erhält man eine (Jnterdeterminanle und zufolge dessen er- 
sieht man unter Beachtung der vorhergehenden Regeln über die 
Vorzeichen : 



VII. 



jtfj 6| C| (/| « . . . S| 

^2 2 ^2 2 • • • • «2 

^3 ^.3 ^S "3 • • • • ^3 

a« 64 04(^4 .... Si 



Ä ai 



^2 ^2 ^2 


• • • • '2 


63 C| ^2 


• • • • ^3 


64 C4 ^^4 


• . . • 04 


• • 

• • 


• 
• 


• • 

• • 


• 
• 


K Cn dn 


. • . ■ Sjf 



+ (— l).fl2 



Ohi ^n C Ar . . . . Sfi 

6| Ci dfl . . . . 5i + ( — 1)^ . flj \bi C| dl . . . . <] 

I ^3 ^3 • • • • ^3 
64 C4 (I4 . . . . S^ 



Ofi Cn Ufi • • • • 5« 



2 2 2 



• • o< 



64 C4 (^4 . . • • «4 



Oft Cfi ^A • • • • ^n 



V| C| U| • • • • S| 

2 2 ^2'*** ^2 
v* Cj dg • • • • «• 



*'»-! Cn-1 f'n-l •••• *n-l 



= ( — 1) 6j |a2 C2 ^^2 • • • • *2 



<*3 ^3 ^1 • • • • *3 



(Z4 C4 (14 • . . • 



«1 



+ (-l).6, 



öf»i C» «n ••• • • S« 



0| C| d[| • » » • 8^ 

üg C^ (i.^ . . . . S3 



(^4 C4 U^ . » . . S, 



ö/i Cn «n • • • • S| 
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-K-i)»j, 



+ .... + (— 1)«-'. 6, 



«1 


C| 


(/| . . 


. • $1 


«2 


Cj 


(^2 • • 


• • ^2 


«4 


C4 

• 
• 


(^4 . . 

• 
• 


• 9 ^ 

• 
• 


«« 


• 

• 

Cn 


• 
• 

dn . . 


• 
• 


«1 


C| 


dff . . . 


. S, 


Oj 


Cj < 


^2 • * • 


• 02 


«3 


C3 


Uq • • . 


• 3 



an— 1 Cn— 1 dn-\ .... 5»—' 



= (- 1)' 



02 ^2 ^2 • • • • Ä2I "^ ("^1)»^2 

a^ ^2 ^s . . . . S; 



Uji ^n dn » » » • Sn 



Ö| ^1 </i • . . . St 
Öj »'s "3 • • • . A3 
^4 ^4 ^4 * • • ' ^4 



+.... +(— 1)«-^ C„ 



fl^n "n dn .... Sn 
^1 ^1 ^1 . . • • 5| . 

Qin " t (l^ . * . • 5^ 



^S ^3 "3 • • • • *3 



«n-l ^»-1 <^n-1 .... Sn-1 



= (-1)»-' . / S, 



O/A <> c<> . . . . 

^3 3 ^3 • * • • 
^4 4 ^4 • • • • 



öfn '^n Cn . . . . 



+ (-!).«, 



ai ^1 C| . . . 

®3 ^3 ^3 • • • 
^4 4 c^ . . . , 



flu *'« Cn . . . . 



+ (-l)^.S; 



öl ^1 c, 
2 
4 »^4 



02 ^2 ^' 
ÖA i&4 C. 



+ ... 



• . 



|fln ^n Cn • . . «L 

Hieraus ersieht man sofort das allgemeine ßildungsgesetz ir- 
gend einer Unterdeterminante: 
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^2 H ^2 



«I 

«2 



ft,,_I Cj,_i d,,-_l .... *y— 1 

.^j'4-1 <^j'H-l ''i'-f' ^r+l 



*n C„ rf„ .... »„ 



oder : 



-1) 



v^l 



(I| ^1 C| • • . . f| »I 

flo ''<> Cn • •* • Ca C2 

Ö3 O3 Cj . . . . 13 (3 



• • • w «f 

• • • S 4 



*i/+l 'V+1 <^i'+l V4-I '«'-hl ••• ^v-\-\ 



f^n ^n ^n • * • ' tfi In * > • • ^t 

wobei Ar die Verticar-Colonne in der Determinante angibt, welche 
durch den Buchstaben K gebildet wird. Man kann daher auch, 
unter 2 das Summationszeichen verstanden, schreiben: 

VIII» 1> = 2 "v^t'-S ^B"-...« S V-S" 

Es verschwindet nun, sobald zwei Vertical- oder Horizontal- 
Colonnen in der Determinante identisch sind, diese letztere. Es 
ist z. B. 

^1^1 Ci dl . . , , Si 
^x ^2 ^2 ^2 • • • • ^2 



IX 



^3 ^2 ^.1 ^3 • • • • *; 






Es enthält die llnterdeterminante, wie bereits mehrmals be- 
merkt, alle Permutationen der Zahlen b, c, d » , . s mit allen n 
Marken ausser der Marke 1, sie enthält z. B. den Complex b^ C| 
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(t^ . • « • s„ und zwar isl dieser entstanden durch Absonderung des 
Coefficienten aj aus der Zahl üi h^ c^ d^ , . , * Sn\ es habe diese 
eine grade Anzahl (0) von inversen Folgen, so hat sie also das 
Zeichen „+" und aus der Zahl A^b^ erhalten wir somit den Sum- 
manden „-f- J| ^2 ^3 ^4 •••• ^n»*' Dagegen enthält die ünterde- 
terminante Ä 2 die Zahlen h cd . . . . s mit den Marken 1, 3, 
4 .... n, d. h. die Marke 2 tritt hierin nicht auf. Wir haben 
also jedenfalls hierin auch den Complex h^ c^ d^ , . , . s^ wo die 
tolgendeif Coefficienten dieselben Marken haben mögen, wie in dem 
obigen Beispiel von Äi h^. Die Zahl h^ c^ d^ .. . . Sn ist aber 
entstanden aus h^a^ c^d^ ,. . *Sn und diese Zahl ist ofienbar aus 
tti 62 C3 d^ .... s„ nur dadurch entstanden, dass die beiden 
Coefficienten a und h miteinander vertauscht worden sind. Enthielt 
also der Complex üi b^ c^ d^ . .. . s„ eine grade Anzahl inverser 
Folgen, so muss i^j «2 ^3 ^4 • • • • ^n ®*"® ungrade Anzahl inver- 
ser Folgen haben, da alle Folgen zwischen b und c, d . ... s eben- 
so wie zwischen a und Cy d . , .. s dieselben geblieben sind und 
nur statt der graden Folgen «i b^ im ersten Falle die inverse 
Folge b^ a^ im zweiten Falle auftritt. Während also der Ausdruck 
5| ^2 ^3 ^4 * * * ' ^» ^^^ ^^" ersten Summanden b^^ .i, positiv 
war, ist derselbe Ausdruck in der zweiten Summe A^b^ negativ 
und somit heben sich diese beiden bei der Addition gegenseitig auf. 
Es ist nun leicht einzusehen, dass je ein beliebiger Summand 
in einem der obigen Ausdrücke stets durch einen zweiten Summan- 
den in demselben Ausdrucke dadurch aufgehoben wird, dass beide 
absolut denselben Werlh haben, der eine aber positiv und der an- 
dere negativ (also von umgekehrten Zeichen) isl. Nimmt man z. B. 
den Summanden Av bp, so besteht derselbe aus folgenden Zahlen 

^i C2 ^3 • ' • *» • ^v ^2 ^1 ^3 ••-.««• ^v» » ^3 ^2 • • • ?n • bvi etc. 
in denen der Factor a fehlt und in denen ferner alle Marken 1,2, 
3 •... V, — 1, r-i-l, •♦. n auftreten. Alle jene Complexe 
entstehen, wenn man die Marken permutirt mit Ausnahme der 
Marke v, die stets mit der Zahl b^ verbunden ist. Wir erhalten 

also (n — 1)! verschiedene Complexe, von denen (n— 2)/ mit der 
Zahl Ji, ebensoviele mit dem Coefficienten b^ u. s. w. beginnen. 
Nun treten aber auch in der Summe i4, J, (w— 2)/ Summanden 
auf, die als erstes Glied die Zahl b^ haben. Während aber (n— 2)! 

Zahlen der Summe A^ b^, welche b^ und by als Factoren enthal- 
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ten^ durch Ersetzung des Factors a^ durch b^ entstanden sind, 
sind jene absolut gleichen Zahlen der Summe Ai bi durch Abson- 
derung des Factors ai und späterer Substituirung von ^, an des- 
sen Stelle entstanden. Die ursprunglichen Complexe vor der Ver- 
tauschung hatten also in dem einen Falle die Form 

^1 «V 

und in dem andern Falle 

«1 bj, ; 

letztere sind aber aus ersteren durch Vertauschung von a und b 
entstanden. Es enthalten nun alle Complexe, die unteV die erstere 
Form fallen, ollenbar eineinverse Folge (nämlich 6i a^) mehr als 

die entsprechenden der zweiten Form, da alle übrigen Zahlen c, 
dj e . . , , unter sich und mit a und b in beiden Fällen dieselbe 
Anzahl inverser Folgen bilden. Die Complexe der ersten Form 
sind also alie^ wenn man von den Factoren b und a absieht, ab- 
solut gleich denen der zweiten Form und haben umgekehrte Zei- 
chen. Setzt man also statt ai die Zahl 6|, und statt a^ b^y so wer- 
den die (w — 2)! Complexe von A^ bj„ die ft, b^ enthalten, gleich- 

werthig, erhallen aber umgekehrte ZeichiMi wie tVie enlsprechenden 
(w — 2)/ Complexe von i, 6,, welche ebentalls 6, und b^ enthal- 
ten. Bei der Addition hoben sich also diese gegenseitig auf. — 
Ebenso verhält es sich aber mit den übrigen Summanden, indem 
je (n — 2)/ des einen Summanden absolut gleich und umgekehrten 
Zeichens mit denen eines andern Summanden sind. Somit ist 

IX. ^K ^v "=" ^1 6i +-^jfta+ ^8*8 + •••• + ^V^J/+--- 

-{-Anbn =0. 

Es verschwindet also die Determinante, sobald man a durch 
6 ersetzt, ohne für b a zu substiluiren. Derselbe Satz würde sich 
aus der Gleichung 111 ergeben. Ersetzt man nämlich in beiden 
daselbst stehenden Ausdrücken a durch 6, so erhält man: 

b^ ftj Cj rfj . . . sA = ( — 1) itj 6j Cj rij . . . «^ 



frj 6a Cj d^ 
^8 ^8 Cg ^3 



. • • 



5 



8 



"n ^n Cn (in » • » Sn 



l^a ^8 ^2 ^% 

6g 6^ Cg dj 



'8 Vg »*8 . . . 



«1 

s 



s 



bn bfi Cfi f'n • • • ^ni 



Dronke, Eiuleiiung in die bOhere Altb'ebra. 



- 8Ö - 

Dies ist aber nur möglich, wenn die Determinante dieser n^ 
Zahlen, von denen die zwei beiden ersten aufeinanderfolgenden Yerti- 
cal-CoIonnen identisch sind, gleich Null ist. 

In derselben Weise ersieht man aber auch sofort, dass die 
Determinante verschwindet, wenn zwei beliebige Vertical-Colonnen 
identisch sind. Bedeuten nämlich g und h zwei aufeinanderfolgende 
Buchstaben, so ist: 
a^ 6^ Cj . . . 5^1 Äj . . . Sj = ( — 1) 
a, ftj Cjj . . . ^2 Äj . . . 5j 



«8 ^3 «8 



8 "3 



S, 



«1 


*1 Cl . 


' ' "i 9i * ' ' ^1 


«8 


6, c, . 


• • '*2 g^ • • • *8 


«8 


^8 ^8 • • 

• 
• 


"8 9t • • • ^8 

• • 

• • 


an 


• 
• 

bn Cn . 


• • 

' ' h^ g^ . ' * Sn 



Öfl bn Cn • • • gn »hi ' • » Sn 

Ersetzt man in beiden Determinanten g durch A, so erhält man 
auf beiden Seiten identische Ausdrücke mit verschiedenen Yorzei- 
zeichen, d. h. der Ausdruck ist gleich Null. 

Nachdem so gezeigt, dass die Determinante verschwindet^ 
sobald zwei aufeinanderfolgende Colonnen identisch sind, ist es 
leicht zu beweisen, dass ganz allgemein eine Determinante den 
Werth annimmt, sobald zwei beliebige Yertical- {daher auch 
wenn zwei Horizontal- )Colonnen identisch sind. Dem Bildungs- 
gesetze gemäss kann man nämlich die Determinante in Summen 
von je zwei Summanden auflösen, welche letztere sich nur durch 
die Vertauschung zweier Buchstaben unterscheiden. So ordnet 
sich z. B. dem Complexe 



.. »•acdb,,.»tno».».8.,»» 



der andere 



. « • » a c m . . . . a •••***• •* 

und zwar nur dieser eine zu, der sich von obigem nur durch die 
Permutation der Buchstaben d und m unterscheidet; bei dieser 
Permutation jedoch wird die Zahl der inversen Folgen um eine 
ungrade Anzahl geändert. Offenbar können nur die vertauschten 
Buchstaben eine Aenderung der inversen Folgen hervorbringen und 
zwar auch nur mit den Elementen, die zwischen ihnen stehen. 
Bildet nun d mit den bis auf m (exl.) folgenden Elementen x in- 
verse und y grade Folgen, — von diesen letzteren seien aber y* 
solche, die von Buchstaben herrühren, die in den natürlichen 
Folgen zwischen d und m li('gen, also y—y^ solche, die von Buch- 
staben über m hinaus herrühren, — so bilden y — y* Zahlen mit 



y 
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dem darauf folgenden m ebenfalls inverse Folgen ; im zweiten Falle 
aber bildet m mit den auf dasselbe bis zu d (exl.) folgenden Zah- 
len oj-f-y* inverse Folgen, und y Zahlen zwischen m und d bil-. 
den mit letzterem y inverse Folgen; der Unterschied der inversen 
Folgen zwischen beiden Fallen betragt also 

(x+y^-hy) -Cx+y — y^) = 2y^, 

ist also grade; im zweiten Falle kommt aber noch die eine inverse 
Folge md hinzu, so dass die Gesammtzahl der inversen Folgen 
im zweiten Falle um 2y* -1-1 grösser ist als im ersten, d. h. also 
wenn der erstere Complex positiv ist, so ist der letztere negativ 
und umgekehrt; setzt man daher, nachdem man in beiden Fällen 
die Marken noch geschrieben 

. . . . a„ C«^i ^a-f 2 *a + 3 • • • • ^y ^v+1 • • ♦ • «(j • • . • 

. . . . a^t *'a-f 1 ^a-\-2 ^a-f-3 ••••"!/ ^v-\-l • • • • S^y • • • • 

• 

für d den Buchstaben m, so werden beide Ausdrucke gleich, aber 
von umgekehrtem Zeichen, ihre Summe ist also = 0. 

Es wird daher, in der Determinante je ein Summand durch 
einen zweiten aufgehoben, sobald man einen ßuchstaben durch 
einen zweiten ersetzt, d. h. sobald zwei beliebige Vertical- (oder 
Horizontal-)Colonnen identisch sind; allgemein ist also: 



X. 



C# « Um • • • /« • • • f ^ llj • • • JFj 

( • • • • 

• • • • • 

• • • • • 

• • • • * 

Ott On • • • • /ii • . • /n "n • • • Sfi 



= 0. 



Leicht hätte sich auch die Wahrheit dieses Gesetzes aus dem 
letzten Gesetze der Permutationen ergeben. 

Nimmt man den ursprünglichen Complex (I) von Glei- 
chungen : 

a^x-i-b^y-i-c^z-h — ^ g^ 
Ot^-^b^y-i-c^z-h . . . . = ^3 



und multiplicirt jede Gleichung mit derjenigen Unterdeferminante 
i, deren Marke die Stelle der Gleichung bezeichnet, so er- 
hält man; 

6* 
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oder da A^h^-\- A^h^-\' = u. s. f. ist, und da A^a^-\- A^a^ 

+ -^3^8 -^* • • • = Z), so hat man sofort die bereits früher gege- 
benen Lösungen: 

lila. X = -^2.9i- + i 2^ 2 + ^a^8 + 

Ebenso erhält man auch für die übrigen Unbekannten durch 

Multiphcation der Gleichungen mit B^^ B^ , oder Ci, C2**-* 

u. s. 1.: 

y F 

« -—- -2> 

u. s. w. f. 
Es ist selbstverständlich, dass die verschiedenen Unterdeter- 
minanten selbst die Determinanten von einer um 1 geringeren 
Anzahl von Gleichungen sind, wie z. ß. ^| die Determinante der 
Gleichungen 



ist. Dieselbe lässt sich wiederum herstellen aus neuen Unterdeter- 
minanten, die eine solche zweiler Ordnung in Bezug aul die erste 
Determinante D ist. Eine weitere Ausführung dieser Relationen 
soll hier nicht versucht werden. 

Bei den vorhergehenden Auflösungen von Gleichungen war 
stets vorausgesetzt, dass nicht /) = werde} in diesem Falle er- 
hielten sonst die Unbekannten alle unbestimmte Werthe. Nimmt 
man nun aber an, dass die Determinante verschwinde, so bleibt 
noch übrig die Verhältnisse genauer zu discutiren, unterdenen dies 
nur möglich ist. 

Es sei zunächst bei den 2 Gleichungen 

Ö2^ + *2!/ = Ja 
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die Determinante gleich Null, also 

D s= a^ ft, — a.^ 6j == 0, 
so folgt hieraus unmittelbar 

a^ ftj, = fljfti oder 

iL ^h. 

Da aber stets 

D.x = b^g^ — ft.^r, 
ist, so folgt ferner noch 

und somit müssen, wenn die Determinante verschwinden soll, fol- 
gende Relationen statthaben: 

£1 ^ ^ ^ £1. 

«2 *2 5^2 

Also sind die drei Bekannten a{ bi Qt der ersten Gleichung 
Viell'ache der entsprechenden Zahlen der zweiten Gleichungen, d. h. 
die erste Gleichung ist identisch mit der zweiten, und wir erhalten 
also keine bestimmten Werthe für x und y. 

Sind die beiden Zähler der aus den beiden Gleichungen für 
X und y abgeleiteten Werthe gleich Null, so muss auch offenbar 
die Determinante verschwinden; denn wenn 

025'! — <ii92 = = h^g^ — b^g^ ist, 
so muss 

«2 9i *2 

Äjftj — fljjj == 

und dies ist der Ausdruck für die Determinante der beiden Glei- 
chungen. 

Auf ähnliche Weise findet man die Verhältnisse bei mehr 
als 2 Gleichungen. Nimmt man 3 Gleichungen mit drei Unbekann- 
ten a?, y, z wie in (1, 2, 3), und setzt /> = 0, so haben wir, wenn 
wir die 3 Zähler der Werthe von x, y und z mit iV,, iV2, ^3 be- 
zeichnen, 

iVi = = Pi ^2 C3 — g, 63 c, -h^, 63 c, —g.j,b, c.-hg^ b^ c^ —g^ b^ c, 
^2 = ^g^a^c^'-'g^a^c^-{-g^a,c^—g^a^c,-hg^a^c,—g^a^c^ 

^8 '^^'=9i^Js-9i<^s^2-^9i(^z^i—92^i^B-^9z<^i^2— 93(^2^1 
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Bemerkt man nun, dass in dem Ausdrucke für die Deter- 
minante 

«i^2<^s— «i^8C2 + «2^3C, — ajJ^Cj+ajJ^c, — agft,c,=0 
jeder Coefficient stets in 2 Ausdrucken auftritt, von denen einer 
das Zeichen -{-, der andere aber das negative Vorzeichen hat, so 
lolgt daraus unmittelbar, dass — die Coefficienten mögen beliebige 
Vorzeichen haben — stets 3 Ausdrücke positiv und 3 negativ sind. 
Daher muss jedenfalls^ damit die Determinante verschwinde, die 
Summe der drei positiven Summanden gleich der Summe der drei 
negativen sein, z. B. 

Betrachtet man diese Gleichung genauer, so ersieht man 
leicht, dass der Ausdruck rechts aus jenem links entsteht durch 
Vertauschung der Marken 2 und 3, d. h. es bleibt sich gleich, ob 
man die zweite oder die dritte Gleichung nimmt; es sagen also die 
beiden Gleichungen dasselbe aus, d. h. die Constanten der einen Glei- 
chung sind Vielfache der Constanten der andern. Hätten wir drei 
andere Summanden des Determinanten-Ausdrucks positiv genom- 
men, so würden wir nicht die 2te und 3te, sondern die erste und 
zweite, oder die erste und dritte als identische Gleichungen erhal- 
ten haben. Wir sehen also hieraus, dass, sobald die Determinante 
verschwindet, zwei jener drei Grundgleichungen identisch sein 
müssen, wie dies umgekehrt bereits bekannt ist, dass die Deter- 
minante veschwinden muss, sobald 2 Gleichungen identisch sind. 

In diesem Falle sind die Gleichungen nicht lösbar. 

Im Speciellen kann noch der Fall eintreten, dass 

il| s= ilj =S= ilj = 0, 

also 

ist, d. h. alle drei Gleichungen identisch sind , wie man aus den 
früheren Bemerkungen ohne Weiteres ersehen kann. 

Durch entsprechende ähnliche Betrachtungen findet man, dass 
auch bei mehr Gleichungen die Determinante nur dann verschwin- 
det, sobald 2 Gleichungen im Complexe identisch sind^ und dass 
alle Gleichungen identisch sind^ sobald 

27. 



«1 

«2 


5, c, fl, h^ 

«« i, c. 
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Es muss also alsdann sein: 

l^f —•- A^ ~"~ "8 "~ • • • • ■""■ \J 

|j»- = Ä« = Ä- =^ . . . . = 

jCj SSS 1/ S^ Oj ^^* • . • . 2SS (J 



U. S. W. f. 

Einen besonders hemerkenswerthen Fall bietet das Verhältniss 
dar, wenn in dem ursprunglichen Complexe von n Gleichungen von 
n Unbekannten m Gleichungen identisch sind mit m anderen Glei- 
chungen. Alsdann muss zunächst gemäss der vorhergehenden Be- 
trachtungen die Determinante verschwinden; ferner müssen aber 
ausserdem noch eine Anzahl der Unterdeterminanten il| iij * * - * 
Bi Äj . . . . u. s. i. verschwinden. Wie viele derselben gleich Null 
werden müssen, zeigt die folgende Betrachtung. 

Nimmt man zunächst bei 3 Gleichungen z. B. die erste und 
dritte als identisch, also a, c= aa|, b^ s= a6|, Ca = aci, so findet 
man, dass die Determinante Z?bb=0 und dass ferner A^ = 0, JS^ =« 0, 
^2 = ist, d. h. dass die aus der Verbindung von je 2 Gliedern 
der ersten und dritten Gleichung entstehenden Unferdeterminanten 
verschwinden. Sind nun bei n Gleichungen von n Unbekannten 
m Gleichungen identisch mit einer oder mehren anderen^ so ver- 
schwinden offenbar ausser der Determinante des Complexes noch 
alle diejenigen Unterdeterminanten, in denen Glieder von 2 jener 
identischen Gleichungen zur Bestimmung dienen. Da nun aber 
alle Unterdeterminanten von (n~l) Gliedern diese Eigenschaft be- 
sitzen, sobald nur m> 1 ist, so verschwinden sie in diesem Falle 
auch alle, wie man aus den früheren Betrachlungen leicht ersieht; 
also Ai s=s ij = ilg a= =0 u. s. f. Daraus ersieht man je- 
doch, dass umgekehrt durchaus nicht alle Gleichungen identisch zu 

sein brauchen, wenn auch A^ = A2^ A^ = =0, Ä| = B2 

a= A3 =0 u. s. f. Sind 2 Gleichungen untereinander iden- 
tisch bei n Gleichungen^ z. B. die /ite und rte, so verschwinden 
(n — 2)n Unterdeterminanten und es behalten also nur 2» derselben 
reelle Werthe, und zwar sind die letzteren: Afj^ A^, J5„, Ä^, ^ 

Cy Eine weitere Ausfuhrung dieser Verhältnisse soll an die- 
ser Stelle nicht unternommen werden. 

Verschwinden in einem Complexe von Gleichungen alle Con- 
stanten g auf der rechten Seite derselben, ist also: 



29. 
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so wurden wir offenbar vermittelst der früheren Formeln 

CO ^ ^ 

u. s. f. 
folgern, dass die Grössen x,y, z u. s. f. alle verschwinden müssen, 

also x = y ^=z = =0 sein müsse. Dividirt man aber alle 

Gleichungen z. B. durch z, so erhall man den neuen Complex: 



Dies sind aber n Gleichungen mit nur n — 1 Unbekannten 

I — j, I — I u. s. f. und diese letzteren lassen sich daher nur dann 

bestimmen, wenn sich in dem Complexe zwei und zwar nur zwei 
identische Gleichungen behnden. Sonst ist jedenfalls j; = ^ = s 



Siebentels Kapitel. 

Binomischer' Lehrsatz. 

Unter einem Binome versteht man eine algebraische Summe 
von 2 Summanden, und es lehrt der binomische Lehrsatz die 
Entwicklung einer Potenz eines Binoms nach Potenzen der Sum- 
manden. Zunächst soll jedoch hier nur die Entwicklung von Po- 
tenzen mit ganzen und positiven Exponenten gezeigt werden, indem 
in einem späteren Abschnitte der Beweis von der Gültigkeit des 
Satzes bei gebrochenen und bei negativen Exponenten geführt wer- 
den wird. 
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Nehmen wir irgend dn Binom x-ha^ und mniiipliciren das- 
selbe mit einem zweiten aj-f-a", dessen erster Summand denselben 
Werth habe, so erhalten wir als Resultat 

1. a?2 4-(fl'-f-a")a;-ha'a" 

Multiplicirt man dies mit einem dritten Binome x-^-a***, so ist das 
Product 
2. rc3+(a'+a"4-a"') a:2-l-(a'a"+a'a'"+a"a'")a?4-a'a"a'". 

Fährt man in derselben Weise fort, so findet man, dass die 
Coelficienten der Potenzen von a? die Combinationen der Iten, 2ten 
3ten Classe u.s. w\ ohne AViederholung der Elemente a', a", a'".... 
sind. Gemäss der früheren Bezeichnung ist also, wenn man unter 

la^ hierbei nicht die Anzahl, sondern die Summe aller Combina- 

tionen der j'ten Classe von n Elemenlen ohne Wiederholung 
versteht : 

L {x -j- ö') {x -\- a") {x + a'") (a?-j-a^«>) = 

1 2 n — 1 

Dass diese Entwicklungsformel, die man aus dem Obigen ab- 
geleitet, in Wirklichkeit das richtige Resultat gebe, lässt sich leicht 
zeigen. Nehmen wir statt der n Factoren in Formel (I) n + 1 
Factoren, so erhält man unter Anwendung jener Formel: 

(a;-f-a')(a7-ha")(a7+a"') (a;-haW)(a; + a(»-f-l)) = 

\ n n — 1 / n , 

Nun ist aber offenbar : 



n n — 1 n 

Daher geht obige Entwicklung über in: 
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a;n+i + a»+l a;» + gg"*"^ »""' + Sa"*" V"' + . . . . 

n n-f- 1 

Diese Entwicklung ist aber vollständig identisch mit jener in 
(I), wenn man statt n die Zahl n+1 setzt; es gilt also das Gesetz 
allgemein, da es für ns=3 nach dem Früheren und- somit auch für 
n=4 u. s. w. göltig ist. 

Werden alle Zahlen a\ a", a'" .... negativ, so ist offenbar 

die Entwicklung dieselbe, nur werden alle Summen S , S . . .Sg . 

negativ, da sie nur aus negativen Summanden, den Producten von einer 
ungraden Anzahl von Facloren bestehen, während die Summen 

So, S , . . . Sn , positiv bleiben. 

Sjetzt man nun in die obige Entwicklung a' = a"5=a'"...==o, 
so erhält man hieraus die Formel 

^ 1 J n — 1 n 



,n n^n n-n 



Nun bestehen aber alle Summen S., Sg S^ aus glei- 
chen Summanden und lassen sie sich daher durch das Product eines 
Summanden und der Anzahl derselben darstellen. Folglich hat 
man, wenn man Formel (7) der Combinationen anwendet 

6^ s n^.a'' 



4. 



und erhält man somit als Entwicklungs-Gesetz einer ganzen posi- 
tiven Potenz eines .ßinoms: 
IL (x-|-a)'» = a?»-l-Wja.a;""~^+nj,a*.a?»~^+n3a^aj«-3-|- 

Ist a negativ, so werden auch alle ungraden Potenzen von a 
• negativ, während alle graden positiv bleiben. 

Es lässt sich also die positive ganze Potenz eines ßinoms 
nach den steigenden Potenzen des einen und nach den fallenden 
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des anderen entwickeln; dabei behält die Summe der Exponenten 
eines Gliedes der Entwicklung stets den konstanten Werth des 
Binom-Exponenten. Als Factor tritt ausserdem der ßinomial-Coel- 
ficient des Binom-Exponenten auf, dessen Index gleich ist dem 
Exponenten des einen Summanden; da jedoch stets n^ a= tin^^, 
bleibt es sich gleich, von welchem Summanden in der Entwick- 
lung man den Exponenten als Index des Binomial- Coelficienten 
nimmt. Ein jedes Glied hat also die Form 

Wir können also die obige Entwicklung auch in dieser Form 
schreiben : 



(a?-|-a)« = ^ Wy a*' . a;"" 



wenn wir unter V die Summe aller der Zahlen von der Form 

r=0 
des Summanden verstehen, die man erhält, wenn man v alle positiven 

ganzen Werthe von v = bis v = n gibt. 

Beispiel. Es soll (3,01)' berechnet werden; wir betrach- 
ten alsdann 3,01 als Summe von 3-1-0,01 und erhalten alsdann 
zufolge der obigen Formel: 

3,01' = 3' -I- 7, . 3 . jöQ + • a • 3 . JQQ9 -I- "3 . 3 . JÖQ8 

+ 73.3« . jöö* ■**'^» •3'- 1Ö05 ■**'^i-^-iöö« ■*" iOO' 

= 2187-^7.729. ;rL + 21 . 243 . tt^kx +35.81 . ^ 



100 • 10000 • 1000000 

-I- 35 . 27 . .-^v^^Lk^-x +21.9. ^ 



100000000 • 10000000000 

-^ ^ • 3 . iTOfeWoöööö -*- 0,00000000000001. 

Hierbei ist offenbar schon das vierte Glied der Entwicklung 
bedeutend grösser als das Zweihundertfache der Summe der übrigen 
Glieder, und kann daher, da das vierte Glied an der dritten Deci- 
male eine zwei hat, also die Summe der übrigen Glieder höchstens 
eine 1 an der 5ten Stelle liefern kann, die ganze übrige Summe ver* 
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nachlässigt werdeij. Während die gewöhnliche logarilhmische Be- 
rechnung nur 7 genaue Ziffern liefert, erhalten wir also durch 
obige Entwicklung, wenn wir nur die 4 ersten Glieder nehmen, 
8 ganz genaue Ziffern: 

3,01' x= 2187 -h 51,03 + 0,5103 + 0,002835 = 2238,54314. 



Achtel» Kapitel. 

Polynomischer Lehrsatz, 

Ein Polynom ist eine algebraische Summe von mehr als zwei 
Summanden, und der polynomische Lehrsatz gibt die Entwicklung 
einer Potenz eines Polynoms nach den Potenzen der Summanden 
an. Zunächst wird auch hierbei angenommen, dass der Exponent 
positiv und ganz sei. Der einfachste Fall ist der eines Trinoms, 
d. h. einer Summe von drei Summanden : (a-f-ft+c)**. Setzt man 
für 64-c den Buchstaben d ein, so haben wir nach Formel (IIa) 



des vorigen Abschnittes: 



n ~v 



1- {a + b+ cY = (a -H (i)« == C n^ 

Da nun aber nach derselben Formel: 

2. d^ = {b-hcY « S ''^ • ^''"^ • '^ 

so haben wir 



d^ 



r=» 



(>=r 



= § S "" ■ "«• """" ^""^ • ""• 

Die Summe der Exponenten ist also stets wiederum gleich n. 
In dieser Formel kann man noch folgende Vereinfachungen treffen. 

Es ist n^ =: , V? — r und v^ = ;^ '—-i — ^ und somit 

^ (n — v):v! ^ (y — q)!q! 
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*^v'^o ^ l^;^-f l^;;iZ^—r Setzt man nun slalt n—v, a, 

statt v — i) b und statt q c, so dass also stets a+bH-c = n ist, 
so hat man: 

la- (a-hb+cy = ^ ;^rpYl ^"^ ^^ ^' ^^^^*^* a + b + c = ?*, 
hierbei stets unter 0/ die Einheit verstanden. 

Man sieht daraus ohne Weiteres, dass die Form des allge- 
meinen Bildungsgesetzes, oder der allgemeine Ausdruck des polyno- 
mischen Lehrsatzes ist: 

r=n psszy q=so 

(a+6H-c+d+....)»= g § S ••••».•"t,-?,....««-". 

»= Ci n! 
*' Uo/PT^t""^ .a^&^c^rf^.. wobei a-l-t)-|-cH-b-h.*..=|w. 

Hierbei ist aber noch zu bemerken, dass, wenn eine der 

Grössen a, b, c, b verschwindet, die Facultat dieser Grosse 

gleich der Einheit zu nehmen ist, und nicht s= 0. 

Nehmen wir als Beispiel die dritte Potenz eines Trinoms, so 
haben wir also: 

Nimmt man den ersteren Ausdruck in diesei* Formel, so 
können also v und q folgende zusammengehörigen Werthe haben: 

v = 1 

D«0 1 

Daher ist 
(a-H 6 + c/ = 3, . a» + 3, . 1, . a^ 6 + 3, , 1, . ac, 

H-3, .2,.o6H-33.2, .a6c + 3, .2, .ac, 

« o« +3a*6 H-3a'c + Sah' -{-Qabc H-3ac' + ^» 

^-36*c^-3ftcH-c^ 

Hatte man den zweiten Ausdruck in der Entwicklung ge- 



2 j 3 
1 3,0 1 2 3 
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nommcn, so würden a, b, c folgende zusammengehörige Wertlie 
angenommen haben: 



a = 
b = 1 2 3 
c = 3 2 1 

Der Cubus des Trinoms ist also: 
3/ . . 3/.. . 3/ 



1 


2 


1 2 


1 


2 1 


1 



3 





3/ 



3/ 



3/ .3/ . . 3/ . . 3/ .. 3/ 



, 3/ , 

"*"r727 "*'■'" 172/"' "*"l7l/l/ 



abc + 



6»c + 



6c' 



2/1/ " " ■ 1/2/ 
= o»+6'+c»+3(o'6+a*c+a6' + ac''+6'c+6c*)+6aAc. 
Entwickelt man, um ein zweites Beispiel zu nehmen, (a + b 
+ e+d)*', nach der ersteren Formel ist es gleich 

S S S ^'^ • •'^ • ?^ •«''"''• 6^^^ • cc»-^ •rf''- 

y*=zO (>=0 ff=0 

Es können also v, q und a folgende (vertical untereinander- 
stehende) Werthe annehmen: 



v= 

e=o 

ff= 


1 





1 

1 






2 
1 
1 


2 
12 

A 






1 
1 


3 

2 
1 2 


3 
12 3 













1 
1 


2 
1 i 


J 


3 

1 i 


} 3 


1 


4 
2 3 4 


• 



Somit erhält man: 

(a + 6 + c-l- d)* == a* 4- 4a«ft -h 4a»c + 4a»(i + 6a«6» + 12aHc 

-h 12aHd + 6a«c« -h 12a^cd + Qa^d^ + 4a6« 

-h 12ab^c + 12o6 V -h 12a&c> + 2Aabcd 

-h 12abd^ + 4ac« + 12ac^d + 12flrc(i» + 4ad» 

-I- 6* + 46«c + U^'d-hGbh^ -h 126»crf-|- 6A"rf» 

+ 4/»c» + 126c V+ 126c(i» + 46d» -hc^-h 4c»d 

-l-6c^d»4-4c(i« + rf*. 

Hätte man die zweite Formel (a-hb-i-c-hd) = 

4 ' 

a'* 6^ c* d^ für a+b+c+b = 4 genommen, so 



UaJ 



a!b! c! b/ 
wurden a, b, c, t) die folgenden Werthe erhalten haben: 
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b 
c 



« 4 

= 

= 

= 



3 
1 
1 
1 



3221110000 
010210321 
0010120 12 3| 



2 110 

10 2 10 

10 12 



433222111100000 

010210321043210 

001012012301234 

Die Entwicklung des Polynoms nach dieser Discerption wurde 
vollständig dieselbe Summe geliefert haben', geordnet, ebenso wie 
die obige, nach den fallenden Potenzen von a, dann von b und 
schliesshch von c. 



Dritter Abschnitt* 

Kettenbriiche. 
IVeontesi Kapitel. 

Kettenbrüehe, 

Erklärungen. Hat man irgend eine reelle, rationale oder 
irrationale Zahl a?, welche jedoch keine ganze Zahl sei, so kann 
man stets 

a?=: a-l 

y 

sefzon, wo y selbst wiederum eine reelle, im Allgemeinen nicht 
ganze Zahl vorstellt, welche offenbar gleichzeitig mit x rational 
oder irrational sein muss. a ist die zunächst kleinere ganze Zahl 
von X. Setzt man wiederum in derselben Weise 

X = b-{ 

z 

und entwickelt ä, von dem wiederum dasselbe gilt, was eben von 
y bemerkt wurde, so ist 
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und diesen Ausdruck nennt man einen Ketlenbruch. Ist x ratio- 
nal •, also auch y, z u.s.f., so muss offenbar einer dieser Nenner 
eine ganze Zahl sein. Setzt man nämlich 

wo M und N ganze Zahlen bedeuten müssen, die zueinander rela- 
tive Primzahlen sind, so ergibt sich sofort zufolge der obigen Be- 
stimmungen der Nenner 

3. ^= ^'l +^2 

r, = cr^ -hr^ 
Tj = dr^-hr^ 
u. s. i. 
Da nun M und N ganze Zahlen sind, so sieht man weiter 
auch, dass die stels positiven respectiven Reste r^, r^, ^3) r^ . . . . 
ganze Zahlen sein müssen, und dass stets ist 

r, > Tjj > r-g > r, 

Es muss daher schliesslich ein Rest gleich Null werden ; 
es sei 

rn-\ == q-Tn, 

SO ist also der oben gegebenen Ableitung gemäss: 

^--« + h:L. 1 

2a. c + - 



1 
H 

Aus den Bestimmungsgleichungen folgt unmittelbar, dass 

die übrigen ganzen Zahlen bj c, dy . , , . q aber gleich oder grösser 
als die Einheit sind. 

Ist nun aber x eine irrationale Zahl^ §0 kann ofTenbar keiner 
der Nenner y, 2; . . . . eine rationale Zahl sein, also auch uicht 
durch einen Kettenbruch dargestellt werden, der an einem bestimiu- 
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ten Nenner (Quotienten) abschliesst, und bricht daher der Ketten* 
bruch» der eine irrationale Zahl darstellt, nicht an einer Stelle ab 
und demgemäss müssen wir endliche und unendliche Kettenbruciie 
unterscheiden. 

Bncht man an irgend einem Quotienten ah, so wird der 
Werth des Keltenhruchs ein Partialbrneh genannt. Suhstituirt 
man, wenn z.B. mit dem Quotienten k ahgebrochrn wurde, für k 
den Werth des Restes, so erhält der Partial- oder Theilbruch ge- 
mäss der Entwicklungen den Werth d<*« ganzen Kettenbruchs. 

Partialbr ticke. Bezeichnet man die aufeinander folgenden 
Pärtialbruche irgend eines Keltenbruchcs 



^=«+y+i 



c+l 



d+1 



4. e-{- 



+ 1 
~k-hl 



e-h 



mit x^, iPg, x^ H. s. f. so ist den Definitionen gemäss: 
5. 0?, = a rCg = a — = — - — x^^a + 1_ 



"(»4) 



+ 1 



aftc-ha+c 6 + 1 



6 + 1 6c+l c+1 



«&(c+i)+«4+ i-) 

6(c+ 1)4-1 



d 



ah cd + ah + flff +c<^+l 
6c(i + 6+(/ 



u. s. f. 
und erhält man offenbar jeden folgenden Partialbruch aus dem 

Dronke, Einleitung in die höhere Algebra. 7 
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vorlicrgfilicndeii <la(lnrcli, dass man in diesom lelzlern an die Stelle 
des letzten Quotienten die Snnin»e ans diesen) und dem reciproken 
Werllie des näclislen setzl. War z.B. Xm dadurch erlulten, dass 
mit dem Quotienten ]) abgehroclien wurde, so erhält man a^m+i, 

wenn man im W.rtlie von a;„, ah die Stelle von p p-F- setzt, 

wenn q der aui p folgende Quolieul ist. Hieraus ergibt sich denn 
leicht folgendes hildungsgeselz iiir die I'arliaihriiche: 

Bedeuten .-— und' -^ z'oci anfemander folgende Parliah 

Nm-l ^in 

hrüche eines Ketfenbrnches und ist p dpv nächstfolgende Quotient, 
durch dessen Berücksichlignng man den nächsten Partialbruch 

^^^^ evhäH, so ist stets 

Z1J14.1 /;» • P ~H Zm—l 



6. 



Nm-^^ Nm^-i-pl^m-] ' 



Zum Beweise denke man sich, das Gesetz gelte his zu einem 
bestimmten Quotienten p^ dann lasst sich leiclit zeigen, dass es auch 
für den nächsten (»artialbnich, drssen entsprechender Quotient q 
sei, gelten muss. Man e:h;iit olfenhar nach dem bereits Gesagten 
den m 1-2 Partialbruch, wenn man in den «?-|-l an die Stelle von 

V die Summe p-\ smIzI. Fuhrt man' diese Substitution in Gli»i- 

^ ' ' q 

chung 6 aus, so erhält man : 

■1 



"" q {Nm ^ p H- Nn,-\ > -H A^,n "^ q- iVm+l + N^ 



m 
m 



Die letztere Forn) ist ab^r nur der Ausdruck des m-\-2 
Thrilbruches nach dem Bildungs -Gesetze 6 und gilt daher dies 
letztere stels hir den folgenden Parlialbruch, wenn es für den vor- 
hcrgehenden Gültigkeit Int. Gemäss der nnler 5 gegebenen Be- 
stimninngen von den 4 ersten Parfialhrnchen hat aber das Geselz 
bis zu dem 4. Gü ligkeii und ist somit ganz allgemein giiltig. Man 
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erhält daher den Zähler des auf einen gegebenen folgenden Par- 
tialbruches, indem man den Zähler des ersteren mit dem neuen 
Quotienten multiplicirt und zu dem Producte den Zähler des nächst 
vorhergehenden addirt; in derselben Weise isl der Nenner eines 
jeden Partialbruchrs aus dem neuen Quotienten und den beiden 
vorhergehenden Divisoren gebildet. 

Aus diesem ßildungsgesetze kann unmiUelbar für die Diffe- 
renzen zweier aufeinander folgender Partialbrucbe nachstehende 
wichtige Regel abgeleitet werden: Die Differenz zweier aufein- 
ander folgender Partialbrüche eines Kettenhrmhes ist gleich dem 
reciproken Werthe aus dem Producte der beiden Nenner multi' 
plicirt mit derjenigen Potenz der negativen Einheit, deren Expo- 
nent gleich ist der Marke des ersten Parti alhruches. 

Es ist nämlich: 

/K r t . — — '^'""'"' 

Xm Xm^\ — — — 

^__ ^ Zm • p-\-Zfn—\ 

wenn p der zu dom Partialbrucbe Xm-\-] gehörige Quotient isl. 
Führt man die Subtraclion ans, so erhält man also: 

^m. ^»«-H — Zm+1 . Mn ^ Zm.N,n .p-hZm^ /V,»-i —Z,„IV,„.p-Zni-} . Nn 

Zm . ^m— 1 — ^m 1 A^m 



oder 



Nm ' A'm+1 



- Z,n . Nm+\ Zm^i . Nm __^ . ^. Zm-l- N,n — Zm . N,„ . \ 

Aus dieser letzten Gleichung 7 folgt aber unmittelbar, dass 
bei der Differenz zweier aufeinander lolgender Partialbrucbe der 
Zähler constnnl bleibt und nur das Vorzeichen ändert, wenn man 
einen Parlialbruch weiter geht. Durch wiederholte Anwendungen 
von 7 findet man sodann: 

^^ ^. ^w-hl ___./ 1 n»-l ^t ' ^'2 — Zi Nf 

Nun ist aber nach Gleichungen 5 : 

ZiA^, — ZjiV, =-1, 

und somit: 

7* 
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8. :?!ü _ ^'ü±l =. (. \ yn ^ 

Da dem BiU!iingsi;es(itze ziifolgo die Nenner i\vv I*arlialbrüclie 
immer grösser weiden, je m*dir Oiiolienlen man beriick-^ichtigt, so 
nimmt alsQ die Differenz zweici* aiitVinander- folgender l^ai'lial- 
brüche ab, je vveiUii* man gebt; und da die üifTerenzen abwechselnd 
positiv und negativ sind^ so nähern sieh die F^artialbrüche einem 
Wertbe bis auf eine l)eliehig kleine tiiösse, wenn^ man die hinrei- 
chende Zahl von Ouotienten nimmt. 

Aus «lem Obigen Iblgt aber auch noch, dass 

ist und müss( i daher Z,„ iind A,, d.h. ZäJilervnd Neuivr irgend 
eines Pdrlialhi uches relative Primzahlen zueinander sein. 

Bricht man am wH-1 Uuoticüi! cn }) ab, so vernachlässigt man 
selbst einen Kellenbruch, i\QV (Midli(h oder unendlich ist, je nacli- 

« 

dem der nrsprüngheh betrachlele x endlich oder »inendlich war; 
diesen Hest nenne mau y. so ist den Jiestimmungs -Gleichungen 
zufolge 

Nm(p-\-y) -hNrn-\ 

Daher ist dann: 

__ /m ^ Zm (p-i-y) ' ^^,u-\-Zm- I ■ Am - Zm • Am (p-^-y ) — Zm > Nm- \ 

Nm "~ '{^',nAr-\~y)-hNr,.-i)N,n 



10. 






Es ist nun y>0, wenn nicht iWx Ivettenbruch mit dem 
m-\-\ Gliede abschliess;. d(!rsclbe also gleich dem m-\-\ Partial- 
bruche ist; didicr ist der Nenner des Ijruches in 10 grösser als der 
Nenn('r des llruches 



somit abgesehen von dem Vorzeichen: 



/ j. ^'\ ^ i Zm + \ Zm\ 
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Da hi<Th(»i beide WeMe gleiche Vorzeiclien habei^ so liegt 
also j' zwischen je zw<'i auleinaiKhr io'geuden Parlialhrücheii und 
stellen diese, da sie sich «,'PLi(*nseili}> immer mehi' nähern, aiso sich 
auch der daz\yischen lirfi<Mi(h*n Zahl j immer nähern (d. h. da sie 
convergiren)^ auch di(^ Nähcnii^gs-Werihe von x dar. Daliei sind 
Partialhrnche mit iiu^^iadcr Anzahl von Uuolienten (a?| x^ x^ , , .) 
zu klein, jene niil «Rinder Anzahl voü Muolienten (X2, x^^ . . . .) 
zu gross, und nehmen jene zu, während diese abnehmen, um sich o; 
zu nähern. Bricht man dabei bei dem Quotienten p ab und er- 

hältso den Nätiernmjsuenh — ^ so macht man einen Fehler {nach 



in 



10), der absolut genommen kleiner ist als der reciproke Werth 
des Quadrates des Nenners^ ^ --^ ) und man kann daher stets 

■i ' Ml ' 

eine irrationale Zahl vcniiillels eines l*arlialhruches darstellen, des- 
sen Werlh von jener Zahl sieh um wenjf ^- .ds irgend eine gege- 
bene Grösse unterscheidet. 

Es gibt hierljei keinen Bruch, der sich dem Werihe von x 

N, 

n^phr näherte, als einer von zwei anfiu'nander folijenden Partial- 
brächen und der gleichzeitig zwischen jvncn beiden läge. Denn 

wäre _^- ,.tvva ein solcher Bruch, also 
B 

B<N,„um\ ^_^--<--^._ ^. 
SO niiisste also auch 

B . N,n—\ ^'^'m • -i^'m— l 

sein und somit wäre auch abgesehen vom Vorzeichen 

^»N,n-l B , Zm l <^ 1^ ' 

Di'se Ungleichheit kann aber nie bestehen, da rechts ein 
echter Bruch steht, während links die Diderenz zweier Producte 
steht, die aus ganzen Zahhn bestehn, die relative Primzahlen zu- 
einander sind. i4>Z,„-i und Z?<A,„_h daher kann .1 ^m-i — 
B Zm-i nie verschwinden, also auch nie kleiner als ein echter 
Bruch sein. Somit gibt es keinen zwischen zwei aufeinander fol- 

A 

genden Partialbriichen liegenden Bruch ^ (A^m-i < B< N,n), der 
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dem Werthe des Ketleiibruches näher käme, als einer der beiden 
Partialbrüche. 

Einen besondern bemerkenswerlhen Fall bieten die sogenann- 
ten reciproken Kettenbräche dar. Sind nämlich in einem endli- 
chen Kettenbruche die vom Anfang und vom Ende gleich weitab stehen- 
den Quotienten gleich^ ist z. B. 



1 
a? = a-f 



^ + 1 



c-hl 



rf + 



d -\'l 

a 
so nennt man einen solchen r^^ciprok. Wenn nun noch 

ist, also m Quotienten audrelen^ so ist nach den ßildungs-Gesetzen 
der Partialbrüche 

Zm = Zm—l ' Ä + Zm—*l 
^m 1 = ^ . Z„i -*i -\-Z^n—Z 
Zm—'l = C . Z,„ . 3 -f- Zm—f 



Z| = a 



iV3 = c.iV,-|-l 

wobei man als die beiden ersten Näherungswerthe, zwischen denen 
der Werth von x liegt, sich die Bräche J und ^ denken kann, so- 
dass also Zq =1, JVq=0 ist. Bemerkt man nun noch das ur- 
sprüngliche Entvvicklungs-Gesetz, so ergibt sich sofort 
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1 



Zm^\ b-k-1 



c-{- 



+ 1 



6 + 1 



a 



und ebenso 



A^.„ 1 



= a+ 



N,n-i 6 4-1 






+ 1 



c-f-1 

Dieser letzte Keltenbruch gleicht dein andern, bricht jedoch 

Z 

eine Stelle Trüber ab. Dagegen stellt -^^ — den reciproken Ketlen- 

Zm 

hrnrh 11 dar und muss daher derselbe mit -rr- d. i. mit x 
identisch sein, daher ist bei einem reciproken Kettenbruche 

Dem ßildungsgesetze der Partialbrüche zufolge aber ist 
daher in diesem Falle 

14. Zm . .V^-1 — {Nm? = (-1)"» 

Zm 

Lässt man nun noch bei dem rationalen ßruche — die Marken 

z 

weg, indem man der Kurze wegen o? = — schreibt, so mtiss 



15. 



iV^il 
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eine ganze Zahl geben, falls — sich in einen recifroken Kelten- 
brach verwandeln lässt. Ebenso zeigt sich leicht umgekehrt, doss 

Z 

falls der algebraische Ausdruck 15 eine ganze Zahl gibt, sich -^ 

stets in einen reciproken Kettenhruch verwandeln lässt. 

Beispiele. Es entwickelt sich durch oben angegebene Art 

von Berechnung die Verhältnisszahl n = 3,141592653589 in 

den Kettenbruch: 



15-f-l 

292 -h 1 



24-1 



1+1 



2 + 



und sind also die aufeinander folgenden Quotienten: 3, 7, 15, 1, 
292, 1, 1, 1, 2, 1, 2 U.S. r. und ergeben sich somit folgende Par- 
tial-Bruche als Näherungs-Wcrlhe: 

«j^ — Q ^^ — 2 2 ,f> — .11 :J ^^ — 3*1 5 «., lo:i99.1 ii c f 

O/j — O, J72 — f , Xj — j y^, 074 — j j^, 075 — jr^jQ^ U. b. l. 

Nimmt man daher bei Berechnungen für n den Werth -.^, 
so ist der Fehler, den man macht, indem man diesen Näherungs- 
"werth nimmt, kleiner als 7^ oder ^*^. Nimmt man jedoch 

den dritten Näherungswerth ^J^^, so ist der Fehler kleiner als 



_± 

TOOOO' 



Ein zweites Beispiel bietet die Interpolation von Schaltjahren 
dar. Die Zeit einer Umdrehung der Erde um die Sonne beträgt 
nämlich 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 47,588 Secunden, oder 
365,242217456 Tage. Verwandeln wir den Dezimal-Bruth in einen 
Kettenbruch, so ist derselbe gleich 
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J 

4-M . 
7 + 1 
1 + 1 

3 + 1 
• 1+1 
1 + 1 
3 + 1 
1 + 

und sind daher die Näherungswerthn desselben 

^» H?» TJy T7^' Tlfl» ^¥Tr> TÖ2T4 "• S. I. 

Nimmt man den ersten Nähern ngswerlh, so hat also das 
Jahr 365{ Tage, oder nach je 4 Jahren ist ein Schalttag einzu- 
schieben. Der dabei gemachte Fehler ist kleiner als ^^g, d. h. in 
sechszehn Jahren hat man nicht einen ganzen Tag zu viel inter- 
polirt. Nimmt man den zweiten' Näherungswerth ^j^, so würde 
man also in je 29 Jahren 7 Schaltjahre haben und wurde der bei dieser 
Interpolation gemachte Fehler sich aul höchstens 1 Tag in 900 
Jahren belauten, der zu wenig interpolirt wäre u. s. f. Die jetzt 
gebräuchliche Interpolation ist 97 Tage in 400 Jahren d.h. das 
Jahr ist zu 365^^^, angenommen. 

Periodische Kettenbrücke. Unter einem periodischen Ketten- 
bruche versteht man einen solchc'n unendlichen, in welchem die 
Nenner in derselben Reihenfolge sich wiederholen und unterschei- 
det man rein und unrein periodische Kettenbruche, Wahrend 
« 

in ersleren alle Quotienten vom ersten an sich wiederholen, be- 
ginnt bei der zweiten Art die Periode der Quotienten, nachdem 
eine Reihe von solchen voraufgegangenen, die nicht wiederkehrt. • 

So stellt z. B.: 

1_ 

2 + 1 



2-1-1 



1-M 
2-f- 
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einen rein periodischen Keltenbruch dar, dessen Quotienten die 
Periode 1, 2 bilden, während 

2+1 
S±l_ 
4 + 1 
1 + 1 



2 + 1 



1 + 1 



2+ 



einen unrein periodischen Ketlenbruch bildet, da vor der Periode 
1, 2 der QuotijMiten die nicJit periodisch wiederkehrenden Quotien- 
ten 2, 3, 4 vorauf gehen. 

Ein Jeder rein periodische Kettenbruch stellt die irrationale 
(positive) Wurzel einer quadratischen Gleichung dar. 

Denken wir uns, um dies* zu beweisen, es sei der periodische 
Ketten bruch von n Quotienten gegeben: 
1_ 
öi+JL_ 

02 + 1_ 

«3 + 



+ 1 



a,+l 



«2+J^ 

«3 + 



«n + l 

«i + 



und nennt man den Werth desselben a?, so ist offenbar 
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1 






tf,4-l 



16. ö,-M 



04 + 



7 * Z Z 

Stellen nun nach dem Früheren -"-* -^^ und -^ die lelz- 

ten Fartialbruche dar, so Jässl sich der wirkliche Werth des Ketlen- 
bruches nach den gegebenen Gesetzen dadurch darstellen, dass man 
an Stelle des letzten Quotienten «„ in dem Ausdrucke des Partial- 

brucbes — " clie Zahl an-k-x setzt, und man erhält somit: ' 

17^ ^ ^ Zn-i (fl»+a?) + Z»~'? _ Zh-i x-^Z^ 

A'„_,(a»-f-a;)-f-Z„-2 A^„_i jr + iV„ 
und ist daher x eine Wurzel der quadratischen Gleichung: 
18. iV„-i.a;2-|-(A^„ — Z„_,)a7 — Zn = 0. 
Da Zn stets eine positive Zahl bedeutet, so muss die Glei- 
chung nach den über ^\^ Wurzeln der quadratischen Gleichungen 
gegebenen Gesetzen eine positive und eine negative (reelle) Wurzel 
haben und stellt somit der periodische Kettenbruch also die posi- 
tive Wurzel dieser Gleichung dar. 

Ebenso stellt auch ein unrein periodischer Kettenbruch die 
reelle irrationale positive Wurzel einer Gleichung zweiten Grades 
dar- Cs sei z B. der Kettenbruch 

1 



«4- 



6 + 1 
c+1 



d-f-1 



g+1 
d-hl 



e + 



gegeben und bezeichnet man mit x den Werth des ganzen, mit y 
jenen des rein periodischen Kettenbruches, so ist 
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, ^ 1 



19. ' 6 + 1 



c I- y 
Daraus ergibt sicli dann sutorl 

^ ~" hx -^b 1 

Anderseits isl aber auch 



^=^+1 



oder 

21. r///-4-^fi/ — (> = 

w^elzl man nun Tür \j in diese (ileichung den -VVerlh aus 
Gleichung 20 ein. so erhält man sofoil, wenn man noch der Ab- 
kürzung wegen selzt Z2 = uh -\- 1 Z3 = ahc ^a-\-z, iV;^ = 6c-f- 1 : 

woraus sicIi dann die in Hezug auf x quadratische Gleichung 

ergibt: 

22. d ( Zs —IS.xY-bde (Z3 — lS,x)(bx — Z^) —eihx — Z^f = 

Dass sieh nun ein unrein periodischer Kettenhruch, dessen Pe- 
riode eiiie beht'big grosse Anzahl von Quotienten umtassl, ebenso als 
Wurzel einer quadratisc lien Gleichung darstellen lässl, ist nach dem 
bereits Gesagten an sieh klar. 

Jede irratioua/c Qua>fnUn)Hr::'ei einer ganzen Zahl lässt 
sich durch einen periodischen Kenenhrnch darstellen. Um dies 
zu zeigen, sollen zunächst einige Hcispie'e ausgerechnet werden. 

Es sei z. B. yjo zu bestimmen, so weiss man, dass 1 <^3 <2 ist, 
und kann man daher 



^3 =.1+ — 
setzen j es bestimmt sicJi daher x durch die Gleichung: 

^_ 1 .#+1 

Vs — 1 2 

und kann man somit, da stets ^3 zwischen 1 und 2 liegt, setzen: 

, 1 
X — H — 

y 
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Daher crgibi sich zur Resiinimung von y die Gleichung: 

2 y 

oder 

__^ _. _ 2.(V3+1) = 2+ - 
* V3 - ]• 2 •*• 

1 /- ' 

\vol)ei 0? als Nüiiner des llrm-h(\^ x'^V^ — 1 dHnsdben Wcilliwie 

in Gleiclning 19 hat 

Man erliäll also wi-denini den Quotienten 1, und dann 2 e(c. 

da stets a;=l-hy und y = 2 -\-- ,vird. Somit stellt sich ^3 dar 
durch den peri(>disch<'n KclhMduiicli : 

1-1-1 
2+-1 

23. n- 1 



2+1 
1 + 



der die Period'^ di-r Qiiolienl'^n 1, 2 hat In dersulhi-ii Weise 
soll iiorh ^7 hercclmct \v<>r<l<ni; da 2<v7<3, so hal man. 

V7 = 2+ ^ 



.r 

1 






Vt'- 2 ' 3 y 

•^ vr-1 ■ — (] — -2 — ^2 

, ^ __A _ 2(^7"+ 1) _ Vf+l _ 1 , 1 
V7 - 1 3 M 

u. s. t. 
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Es kehren also jetzt, da x wieder auftritt, auch alle fibrrgen 
Quotienten zurnck nnd ist somit: 

14-1 

"1 + 1 
24. l-hl_ 

4-1- 1_ 
1-1-1 
l-f-l 



] 4-1 



4-»- 



welchor periodisdie Keltenbrucli die Periode von den 4 Quotienten 
1, 1, 1, 4 u. s. f. hat. Als Näherungswerthe erhält man für J3; 

19 5 7 IJI 2J 7 1 „ G f 

oder 

1, 2, 1,6666.... 1,75 1,7272.... 1,7333... 1,7313.... u. s. f. 

Ebenso entwickeln sich die Näherungswerthe von ^7 zu: 

9 .^ r, 8 .^7 4 5 8 2 1 2 7 „ o f 
^ *^ H IT 1"4 IT Tl 4 S "• S. I. 

2 3 2,5 2.6666 2,G328... 2,64705... 2,6451... 2,6458... 

Obige Beispiele zeigten, dass die Quadratwurzeln der ge- 
wählten Ziffrrzahlen sich in periodische Kettenbrfiche verwandeln 

liessen. Es sei nun yJA (irrational) zu entwickeln. Offenbar muss 
A zwischen zwei Quadraten liegen und zwar sei A = a\^hy ^o 
kann man setzen 

25. V^=a, + 1 

Daraus ergibt sieh 

^ - \ V^ '\-0x 

yjA — flj b 

Da nun stets h^2a sein muss, so kann man stets setzen: 

4 

1 

Xi = (1- H 

Hieraus bestimmt sich nun wiederum x^ durch die Glei- 
chung: 

}^ h yJÄ -(ai—^a^b)) 



X-i -*— 



£P|— «2 V^+(a|— ajfe) b-\-2axa^b—alb^. 
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fn. diesfiiii Ausdrucke fnr x, muss offenbar der Zähler grös- 
ser als der Nonner sein nnd kann man daher setzen, indem man 
mil b dividirt 

llierhei siciien c, und (/, leicht zu deutende ganze Zahlen 
dar. Setzt man die Brstimmung der Quotienten fort, so hat man 

d, ^« 

und allgemein: 

9a ^ _ f i. 4- V^ 1 

^o. Xn — — - = ^^«+1+ — 

(In Xn-^i 

Für w = l hat man dann im Speciellen Cj =:ajund d^ = h. 
Zur Beslimmnng vo:» a;., war aber 

X , = g"-> + V^ „ , 1 

^„-' Xn 

und ist also 

OH _^ dn_i d»-i i(an-\ di,^ \ — rn-iH-yJJ\ 

{r«_| — «„-1 (l„-\) H- ^^ ^ — (c„_, — (/„ . , (l„_i)' 

Unseren Bezeichnungen gemäss ist daher 

r„ = a„-\ (ln-\ — Cm_i 
OQ / i4 •— (c«-i — fln-i 4 -')- 

Daraus ergibt sich sofort die Beziehung, dass stets ist: 
29. cl-\-dn.(K~i^A 

Subslituirt man nun nncli in die Gleichung von dn den Werlh 
von .1: 

so erhält man: 

30. d„ = dn-i -h fln-l ^2r„_ 1 + rt„-»t rf„_ ) 

Den gegebenen \bleitungen gemäss müssen oflcnbar alle 
Zahlen c,„ (!„ n. s. f. positiv und ganz sein. 

Aus den beiden Tiieichungen 28 und 30 folgt zunächst, dass 
die drei Z^dden c„, du und d„-\ k<'inen gem^inscbartlichen Theiler 
haben können. Denn diesen Gleichungen zufolge müsste der« ge- 
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tneinschaftlirhe Divisor auch in c„_i und rf„_.' aufgehen; dahpr 
wäre er auch gemeinschaftlicher Theiler lür alle c„ und (/„, welche 
Werlhe n auch annimmt. Pur w=l hatte man aher c^=a^, d^^=^b 
und ^Q~l; diese drei Zahlen hahen aber ausser 1 keinen Theiler ge- 
meinschaftlich und haben somit je drei Zahlen r„, dn und d„—\ 
keinen gememschnf (liehen Divisor. 

Aus Gleichung 29 ersieht man nun ferner, dass stets 

Cn < ylÄ 
und ebenso aus 28, dass 

sein muss. Diese Zahlen bestimmen aber die Werlhe der Partial- 
quolienten x» und kann .r„ daher, da die bestimmenden Zahlen 
c», dn, Qn nur eine begrenzte Anzahl von Werthen annehmen kön- 
nen, selbst nur eine begrenzte Anz«hl von Werthen annehmen und 
muss somit nach Annahme aller verschiedenen Werlhe Xn wieder 
einen früheren Werth vollständig annehmen; und zwar muss als- 
dann a7n=a?i sein; denn sobald ein Quotient genau denselben Werth 
hat, müssen alle von ihm abgeleitet«'n dieselben Werlhe erhalten 
wnd ist somit der Kettenbruch periodisch. Wäre er aber nicht 
rein periodisch, sondern z. B erst a7„=a7j, so stellte der erhaltene 
unrein periodische Bruch wie oben gezeigt, die W^urzel einer Glei- 
chung zweiten Grades, also einen Ausdruck von der Form a-\-^b 
dar. Es muss somit sich «ine Quadratwurzel einer ganzen Zahl 
stets in einen rein periodischen Kettenbruch (abgesehen von dem 
ersten Quotienten Cj) verwandeln lassen. Kben so ergibt sich 
denn auch, dass die irrationale Quadratwurzel einer jeden auch ge- 
brochenen Zahl sich in einen solchen Kettenbruch verwandeln 
lässt, da stets ist: 



Vt = »yj 



ah 



Da nun bei jeder quadratischen Gleichung, welche eine po- 
sitive Wurzel hat, diese positive Wurzel sich stets in der Form 

fl+yo fiarafpHpii |ässt, WO a. h und c ganze und reelle Zahlen be- 
c 

deuten, so lässt sich also jede positive irrationale Wurzel einer 

quadratischen Gleichung durch einen periodischen Keltenbruch 

dapstellen. 



l 
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ßine nicht zu schwere Erweiterung ohiger Formeln zeigt, 
(lass man auch den Werth der negativen Wurzel vermittelst eines 
periodischen Kettenhruches entwickeln kann. Eine Entwicklung 
desselben und Ausführung der Eigenschaften soll hier als zu weit- 
gehend nicht in Betracht gezogen werden. 

Beispiel. Es seien die Wurzeln der Gleichung 

5aj« — 7a?— 11=0 
zu bestimmen. Verfahrt man alsdann in der oben angegebenen 
Weise, so erhall man bei der Berechnung der positiven Wurzel: 



, a,=15,a;,= li±V?^, c, = 15.rf, :=22 
* * 22 

7+J269. 
Der Aasdruck a;, = — tq — ist aber wiederum die positive 

Quadratwurzel der obigen Gleichung und ist also die Periode der 
Quotienten 2, 2, 1, 15, 1 und ist also die pos. Quadrat-Wurzel: 

2+1 
2+1 

l+i 
'15 + 1 

1 + 1 

2+1 

2 + 1 

1 + 



Die Näheningswerthe derselben sind somit: 
I 9 9 I T u '_L3 44.1 485 n c f 

Die zweite Wurzel der Gleichung ist negativ; der absolute 

Werlh derselben ist v"^" 7 ^^^ |ggj,j gj^j, djgser nach dersel- 

10 

Drooke, Einleitang in die höhere Algebra. O 
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t)en Methode in einen periodischen Kettenbruch verwandeln, be- 
zeichnet man zum Unterschied von der positiven Wurzel alle Zahlen 
durch eine Marke (a', d\, c' u. s. f.) so hat man 

a\ = 0, x} = t—- — = X, 

und ist somit die Reihenfolge der Quotienten 0, 1, 15, 1, 2, 2 
u. s. r. Der Kettenbruch selbst ist also : 

>/269"-7 _ 1 

10 " r+i 

15 + 1 
1 + 1 



2+1 



2 + 1 



1 + 



Die Näherungswerthe desselben sind: 

1, H. if i*/Hf mu.s.f. 



Xehnte» Kapitel. 

Congruenzen ersten Grades. 

Im vorhergehenden Kapitel sind bereits die Anwendungen 
der Kettenbrüche auf die Ausziehung von Quadratwurzeln und die 
Berechnungen der Wurzeln quadratischer Gleichungen gezeigt wor- 
den. Eine weitere grosse und wichtige Anwendung finden diesel- 
ben bei der Auflösung der unbestimmten (Diophantischen) Glei- 
chungen. Ehe dieselben he! rächtet werden, sollen noch die noth- 
wendigsten Sätze über die Congruenzen von Zahlen gezeigt werden. 

Congruenzen ersten Graffes- Allgemeine Sätze, Zwei (ganze) 
Zahlen werden in Bezug auf eine dritte Zahl congruent genannt, 
wenn dieselben durch die letztere dividirt denselben Rest geben. 
Daher gibt die Differenz der beiden erstem durch die letztere divi- 
dirt eine ganze Zahl (ohne Rest). So sind z. B. 8 und 3 für die 
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^ahl 5 congruent; die letztere Zahl nennt man den Modul 6et 
Congruenz und man schreibt : 

8=3(mod5\. 
Allgemein ist also 

a^b {mod c), 
sobald 

a— 6 

= integ. 

Daraus ersieht man sofort, dass wenn man noch negative 
Zahlen in Betracht zieht, jede Zahl mit ihrem Reste, den man bei 
der Division durch den Modul erhält, stets congruent sein mtiss 
und dßss dieser Rest kleiner^ höchstens gleich dem halben Mo- 
dul ist» 

Ist also 

a r 

— =nH 

m m 

wo alle Zahlen rr, m, n und r ganz (positiv oder negativ) sind und 
ausserdem noch r^^m ist,- so hat man: 

a^r{modm). 

So ist z.B. ^ =4' — I und daher 

19 = — l(»iod5). 

In Nachstehendem sollen die Hauptregeln der Congruenzen 
gegeben werden. 

1. Sind zwei Zahlen mit derselben dritten für denselben 
Modul congruent so sind dieselben unter sich congruent. 
Es sei gleichzeitig: 

a^b{modm) 
a^c(modm), 

so ist nach dem Priiheren : 

a~-b 



m 

a — c 

m 



Ä n 



= P 



wo n und p ganze Zahlen vorstellen. 
Somit ist auch 

b — c 



m 

8 
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eine ganze Zahl, oder 

b^c{modm). 
2. Sind zwei Zahlen für einen I^odul congruent, so kßun 
man zu beiden eine beliebige dritte Zahl addiren, ohne die Con- 
gruenz aufzuheben. 



Es sei wiederum 



und es sei somit 



a^b{modm) 
a — b 



m 



= n. 



so ist ofienbar auch 



(fldbc)— (6dbc ) 
m 



d.h. 

adbc^b:hc{modm) 

3. Sind zwei Paar Zahlen fär denselben Modul congruentj 
so ist auch die Summe {resp, Differenz) der beiden Congruenzen 
eine Congruenz für denselben Modul. 

Es seien: 

a^b(modm) 
c^dimodm) 
zwei Congruenzen, so erhält man leicht durch Vereinigung der- 
selben 

{a±c)—(b± d) _ 
m 
wo n und p die Quotienten Zahlen der Differenzen durch den 
Modul m bedeuten, und folgt aus dieser Gleichung 

a±iC^b^d{modm). , 

Da stets 

nm^O'modm) ' 
ist, so ist also diesem Gesetze zufolge auch 

flitww* ^ b zbrm {mod w) 
falls a und b congruente Zahlen sind. Man kann daher stets jede 
Zahl congruent ihrem Reste setzen^ der kleiner als m ist. 

Aus diesem Satze ergibt sich auch der zweite ohne Weiteres, 
weil jede Zahl sich selbst congruent ist. 

4. Durch wiederholte Anwendung des vorigen Satzes erhält 
man, dass die Vielfachen zweier congruenten Zahlen selbst wie^ 
derum eine Congruenz bilden* 



Es ist also 
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ac^bc(modm). 



sobald nur 

a^b(modm) 
ist. 

5. Producte, hei welchen die Factoren des einen congruent sind 
denen des andern^ bilden selbst eine Congruenz. 
Es seien wiederum die beiden Congruenzen: 

Q^b{modm) 
und 

c^d(modm), 
so ist auch offenbar: 

a= of.m-f-6 

c = y.m-\-d, 
oder durch Multiplication dieser beiden Gleichungen: 

ac =sB aym' -f- (fty + ad) m + M 
d.h. 

ac — bd , r , j 

= arm -i-by+ad 

tn 

und ist somit 

ae — bd 

m 

eine ganze Zahl, oder die Producte ac und bd bilden eine Con« 
gruenz. 

- 6. Durch wiederholte Anwendung des vorigen Satzes er- 
gibt sich, dass die Potenzen congruenter Zahlen von gleichen Ex- 
ponenten selbst congruent sind, 

a^^b^(modm), 
wenn 

♦ a^b{modm). 

7. Sind zwei. Paar Zahlen zu demselben Modul congruent, 
und ist der Modul relative Primzahl zu, dem einen Paar Zahlen, 
so sind die Quotienten aus den congruenten Zahlen congruent 
wenn dieselben ganze Zahlen sind. 
Es seien 

A^B(modm) 
a^b{modm), 
ferner sei 

Ä==a.a, B=ß.b 
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und m sei relative Primzahl zu a und b, so ist auch 

a^ß (modm). 
Denn aus den früheren Gesetzen ersieht man sofort die fol- 
gende Congruenz: 

aa^ba{modm) 

d. h. 

A^ba{modm). 
Nach der Annahme ist aber lerner 

A^B(modm) 
oder 

A^b.ßimodm), 
und ist somit 

ba ^ bß(mod m). 
Da nun m zu a und h relative Primzahl ist, und zufolge 

obiger Congruenz ^^ — eine ganze Zahl sein muss, so muss 

auch eine ganze Zahl sein^ d. h. es ist 

m 

a^ßimod.m) 
oder 

— = -r v'nod . m). 
a 



35=32 (mod 3) 



Es ist z. B. 

und 

7=4(mod3), 

und es sind ferner 7, 4 und 3 relative Primzahlen zu einander^ 
daher ist auch: 

5 = 8 (mod 3). 
8. Sind zwei Zahlen zu zwei verschiedenen Moduln, die 
selbst relative Primzahlen zu einander sind, * congruent, so sind 
sie auch zu dem Producte der Moduln congruent. 

Wenn a zu & congruent ist in Bezug auf die Moduln m und 
n, wobei m und n keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so 
ist die Differenz der Zahlen a und b durch m und durch n 
theilbar; es ist somit 

a — b issm.p 
und 

a — bss n.J. 
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Daher ist m.p^sn.q 

oder — ^ = ö. 

n ^ 

Da nun m und n relative Primzahlen sind, s6 muss n in 
p aufgehen, oder es ist p ein Vielfaches von n und q ein Vielfa- 
ches von m; daher ist auch: 

a — 6 =ss mn , t 
und somit a^h{mod.mn). 

Eine Erweiterung dieses Satzes ergibt^ dass zwei Zahlen, 
welche zu verschiedenen Moduln congruent sind, auch zu dem 
kleinsten Vielfachen dieser letztern congruent sein müssen. 

9. Bildet man die Froducte irgend einer Zahl a mit den 
aufeinander folgenden natürlichen Zahlen und dividirt diese Pro- 
ducte durch eine relative Primzahl zu a — es sei durch b — so 
erhält man als Reste eine Periode oon b verschiedenen Zahlen. 
Die Producte der Zahl mit den natürUchen Zahlen sind: 
Oa la 2a Sa 4a ... . (b — l)a 6a (6-f-l)a . . . . 26a .... 
Dann ist zunächst klar, dass für alle Werthe von n, von 
n = bis » a= oo, stets 

(nb + m)a 
6 

für gleiche w stets denselben Rest lassen muss, und bilden somit 
diese Reste für verschiedene Werthe von m eine Periode von 6 
Zahlen. Um zu zeigen, dass diese alle untereinander verschieden 
sind, braucht man daher nur die Reste der Quotienten 

O.a a 2a Sa 6( — l)a 

T" T T T • • • • 6 

zu untersuchen Gesetzt es liessen in dieser Reihe zwei Producte 
z. R. ma und na durch 6 dividirt denselben Rest, so wären also 

ma^na (mod b). 

Da nun 6 zu a Primzahl ist, so müsste also auch 

m^n(modb) 

sein. Da nun aber 

m<6und w<6, 

m '~~~ n 

so kann unmöglich eine ganze Zahl darstellen, und können 

b 

somit nicht m und n, also auch nicht ma und na zu 6 als Modul 

congruent sein. 
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Die obigen b Quotienten liefern somit b verschiedene Reste. 
Nimmt man dabei sovvol positive als negative Zahlen als Reste, 
so reducirt sich offenbar die Anzahl der absolut genommen ver- 
schiedenen Reste auf -^, wenn b grade, und abgesehen vom Reste 

auf — ^, wenn b ungrade ist; die Reihenfolge der zweiten Hälfte 

der Reste muss offenbar, da 

^ und ^±=^ 
b b 

gleiche Reste von umgekehrtem Vorzeichen liefern, die inverse der 
ersten Hälfte sein, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen. Die beiden 
relativen Primzahlen seien z. R. 13 und 18, so hat man für Mo- 
dul 13: 

0.18=0 7.18 = — 4 

1.18=+5 8.18= + 1 

2.18 = — 3 9.18=+6 

3.18 = -h2 10.18=— 2 

4.18=~6 ll.l'8=-f-3 

5.18=— 1 12.18 = -5 
• 6.18=+4 

Die Reihenfolge der Reste ist somit: 
+5 —3 +2 —6 —1 +4 -4 +1 +6 —2 +3 —5 

Auflösungen von Congruenzen ersten Grades. Eine Congru- 
enz von der Form 

1. ax^b{modm) 

auflösen heisst für x solche Werthe suchen, welche der Congruenz 
genügen. Zunächst ist klar, dass es für x keine Zahl gibt, welche 
die Congruenz befriedigt, wenn a und m einen Factor gemein- 
schaftlich haben, der in b nicht aufgeht; es ist alsdann die Con- 
gruenz nicht lösbar. Haben a, 5 und m einen gemeinschaftUchen 
Theiler, so kann man der Definition der Congruenzen gemäss die 
drei Zahlen durch den letzteren dividiren. 

Es soll nun angenommen werden, dass die Congruenz lösbar 
sei, d. h. also, dass a und m keinen in b nicht enthaltenen Factor 
gemeinsam haben, und ferner sei die Congruenz reducirt, d. h. die 
drei Zahlen a, b und m haben keinen gemeinschaftlichen Factor. 
Alsdann ersieht man aus dem Gesetze 9, dass wenn man x alle 
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Werthe von bis m — 1 (incl.) beilegt, man bei der Division durch 
m auch m verschiedene Reste, d. h. alle Zahlen als Reste erhält, 
welche kleiner als m selbst sind. Daher muss ein Werth von o? 
unter allen sein, welcher mit a multiplicirt und m dividirt densel- 
ben Rest wie b ergibt, d. b. es gibt siets für x einen Werth, der 
kleiner als m ist und die Congruenz befriedigt. 

Es sei z. B. zu lösen : 

17a? = 5 (worf9). 

Statt derselben kann man, um den möglichst kleinen Rest zu 
erhalten, setzen: 

17j?=— 4(morf9). 

17a? 
Sucht man nun die Reste des Quotienten —^^ indem man 

lür X alle Werthe von bis 8 setzt, so erhält man die Reste rfär 
x=0 12345678 
r = —1 —2 —3 -4 +4 +3 +2 +1 
Gibt man also x den Werth 4^ so ist: 

17.4= — 4(morf9) 
Somit ist 0? = 4 eine Lösung der Congruenz, und wird da- 
her nicht blos durch diesen Werth, sondern auch durch alle Werthe 
von der Form a? = 4+«.9 die Congruenz befriedigt. 

Ist allgemein x^ ein die Congruenz befriedigender Werth 
von a?, so wird derselben durch jeden Werth von x von der Form 

2. a;= x*-{-n . m 
genügt. 

Zur Lösung der Congruenz kann man sich nun der Ketten- 
brücke bedienen. 

Zu dem Behufe bemerkt man zunächst, dass wenn y der 
Congruenz 

3. ay ^ztl (mod m) 
genügt, die Zahl 

4. X = ±:b . y 
die Congruenz 1. befriedigt. 

Um diese letztere zu lösen, bedarf es also nur der Lösung 

der Congruenz 3. Diese letztere Form ist jedoch mittels der 

Kettenbruche leicht lösbar. Nach dem Gesetze 8 über diese letz- 

7 7 

tern ist, wenn j^— und ^ zwei aufeinander folgende Näherungs- 
werthe eines Kettenbruches bedeuten: 
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Zn . Nn-l — Zn-1 • iVn = ± 1 = (—1)». 

Wäre nun — in einen (endlichen) Kellenbruch entwickelt 



worden, also 



— =^1 + 1 

«1 + 1 



5. 



?3 + 



+ 1 

qn, 

so wäre also — der nie und -r^ — der vorhergehende Partial- 

m Nn-x ^ 

bruch. £s wäre daher 

6. a . l^n—i — w . Z„-i =3 ( — ly 

oder 

7 a.Nn-i — (—1)" ^ 

d.h. 

8. a . iVn_i ^ ( — 1)" . {mod m). 

Vergleicht man aber 8 mit 3, so ersieht man, dass der Nen- 
ner Nn—x des vorletzten Näherungswerthes des Kettenbruches 

— die Congruenz 3 befriedigt. Um daher der Congruenz 1 zu 

genügen, hat man x denjenigen Werth zu geben, den mau aus der 
Multiplication von iV„_i mit it b erhält, wobei das Zeichen „+" 
zu nehmen ist, wenn n grade, und das Zeichen „ — *', wenn n un- 
grade ist. 

Beispiele. Es sei zu lösen: 

31a? =2 (mod 13) 

Bei dem Probir -Verfahren (durch Aufsuchen der Reste bei 
der Division der verschiedenen Producle von 31 durch 13) würde 
man möglicherweise 12 Versuche zu machen haben. Man ent- 
wickelt zunächst |4 in einen Kettenbruch und erhält 

li=2+l 

2-^1 
1 + 1 
1+1 
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Die Partialbrüche sind daher 

9 5 112 31 
^ T T 5 IT 

Es ist demgemäss die Anzahl der Partialbrüche n=5, d. h. 
ungrade, und der Nenner des vorletzten Partialbruches ist 5, und 
somit diese Zahl eine Lösung der Congruenz 

31i/ = — l(wodl3). 
Gemäss der Gleichung 4 ist daher 

a;=-5.2 = — 10 

eine Lösung der Congruenz 

31x=2{modl3). 
Die allgemeine Form der Lösungen ist daher: 

0? = — 10+W.13. 
Der kleinste Werth für x ist daher 



X 



= —10+ 13 = +3. 



In gleicher Weise sei zu lösen die Congruenz 

17a? = 3 (mod 39). 
Man entwickle fj in einen Rettenbruch: 

1 



**~2 + l 



3+1 



2+1 

T 

Die Näheruiigswerthe sind somit 

Der Nenner des vorletzten Partialbruches ist also 16 und somit 

17;i6 = — l(mod(39) 

Daher ist die allgemeine Lösung der gegebenen Congruenz 

a; = -~3.16+n.39 
und ist der kleinste die Congruenz befriedigende Werth von x 

07=— 9. 

Unbestimmte Gleichungen ersten Grades. {Diophantische 
Gleichungen), Im Allgemeinen sind zur Bestimmung von n Unbe- 
kannten auch n Gleichungen nothwendig und hinreichend. Sind 
jedoch bei n Unbekannten nur (n— 1) Gleichungen gegeben, so 
kann man durch geeignete Operationen (Addition, Subtraction, Com- 
bination, Substitution u. s. f.) die Lösung derselben zurückführen 
auf die Lösung einer Gleichung mit zwei Unbekannten. Diese 
letzteren bestimmen sich jedoch aus der Gleichung nicht auf eine 
einzige resp. endliche Anzahl von Weisen, sondern entspricht einem 
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jeden beliebig angenommenen Werthe des einen Unbekannten 
ebenfalls ein solcher der zweiten und sind daher die Unbekannten 
unbestimmt. Begrenzt man nun die Auflösungen dadurch, dass 
man nur ganze ZahliMi als Wurzelwerthe annimmt, wobei die 
gegebenen Constanten ebenfalls ganze Zahlen seien, so nehmen 
diese Wurzeln bestimmte Formen an, wenn selbe auch nicht blos 
eine begrenzte Anzahl von Werthen zulassen. Es sollen hier nun 
zunächst (ileirhungen mit zwei Unbekannten vom ersten Grade 
iDiophantische Gleichungen ersten Grades) betrachtet werden. 

Die allgemeine Form einer solchen ist, unter a, b und c 
also ganze Zahlen verstanden, 

9. ax'\'by = c. 

Dieselbe sei reducirt, d. h. a, b und c enthalten keinen ge- 
meinschaftlichen Factor mehr. 

Es sollen nun x und y nur ganze Zahlenwerthe annehmen 
können, so ist offenbar 

iA ax — c 

10. ___ :» _ y 

eine ganze Zahl und die Lösung der Gleichung 9 dieselbe, wie oie 
der Congruenz 

11. ax^c{modb). 

Diese letztere ist jedoch, wie früher gezeigt wurde, nur dann 
lösbar, wenn a und b zueinander relative Primzahlen sind; daher 
kann man also auch nur in diesem Falle für x und y Wurzel- 
werthe aus der Gleichung 9 ableiten. 

Gemäss dem Früheren bestimmt man zunächst durch Ketten- 
brüche einen Werth von a?, welcher die Congruenz 

12. ao? ^ ifc 1 {mod 6) 

befriedigt, es sei dies x\ so befriedigen alle Werthe von x von 
der Form • 

13. a;sB=dbca;'4-n6 

die Congruenz 11 und somit auch die Gleichung 9. Es nimmt 
daher y den Werth: 

14 — — g (db cx^ + nft)-4-c 

^ "■ b 

an und erhält man also für jeden Werth von x auch einen 
solchen für y. 

Beispiele. 
1. Es sei zu lösen 
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7a? + lly«100. 
Die Lösung dieser Gleichung fallt zusammen mit derjenigen 
der Congnienz 

7x=100{modli) 
welche selbst wiederum iilenlisch ist mit der Congnienz 

7.r=l(modll). 
Man entwickelt nun ^\ in einen Kettenbruch, so ist 

''f = T+l 

1+1 
1+1 

3 
Die Näherungswerthe sind 

M J -A-. 

Die Anzahl derselben ist 5, also ungrade, der Nenner des 
vorletzten 3 und ist somit 

7.3=— l(«wodll). 
Es ist alsQ — 1.3=B=a; eine Lösung der ursprünglichen Con- 
gruenz und haben daher die Wurzeln der Gleichung die Form 

a?«— 34-n.ll =8+lln 

y= jj =4— 7n 

Bestimmt man nun die Aufgabe noch näher dahin, dass nur 
positive Werthe von x und y genommen werden sollen, so erhält 
man nur die. einzigen VVurzelwerthe 

a?' — 8 und y' =« 4. 

2. Den Bruch V^^ in zwei Tbeilbruche von den Nennern 7 
und 11 zu zerlegen. Es ist also 



so ist zu lösen : 



230 _ 0? y 

77 "" 7 ir 



lla? + 7y = 230 
lla;=230(mod7) 
llx^—l {modiy U.S. f. 



^itaM«h*-^Mi« 
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Vierter Abschnitt. 

Ganze algebraische Functionen mit 
reellen Fortschreit ungsbuchstaben. 

Elftegi Kapitel. 

Allgemeine Gesetze. 

Allgemeine Betrachtungen. Wird irgend eine Zahl auf 
irgend eine Art als algebraisch abhängig von einer oder mehren 
anderen Zahlen ausgedrückt, wie z. ß. 

so nennt man die erstere Zahl (y) eine algebraische Function der 
andern (jr, «n, p und q). Gibt man der Zahl x irgend einen be- 
stimmten Werth, so erhält man auch für y einen bestimmten 
Werth; ändert man alsdann die Grösse x, so ändert sich ebenfalls 
y. Da die Zahlen m, p, q in diesem Beispiele stets denselben 
Werlh bedeuten, welche Werthe x und y auch annehmen mögen, 
so nennt man sie die Constanten und die Zahlen x, y u. s. w. 
(die letzten des Alphabets), deren Werth veränderlich ist, nennt 
man Variable oder Veränderliche oder auch Fortschreitungsbuch- 
staben. Da nun im obigen Beispiele die Veränderungen von y 
abhängig sind von den Aenderungen der Grösse x, so sagt man 
auch kurzweg y sei eine Function von x und bezeichnet dies durch 

y = f{x) 
oder , 

y =zF{x) 

y = (p(x). 
Es kann jedoch auch der Fall eintreten, dass die Abhängig- 
keit raehrer Veränderlichen nur durch die Gleichung zwischen 
zwei algebraischen Ausdrucken, in denen die Veränderlichen ent- 
halten sind^ bekannt ist, wie z. B. 

f{x,y ..,,) = f (a7,y . . . .), 
alsdann sagt man, die eine Veränderliche {y, abhängig Veränder- 
liche), deren Aenderungen durch die der anderen ' Grössen (unab- 
hängig Veränderliche genannt) ^bestimmt wird, sei implicite gege- 
ben oder eine implicite P'unction von a? . . . ., während im Gegen- 
satz hierzu bei 



I 
I 
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y eine explicite Function von x genannt wird* 

Es sollen hier zunächst nur explicite Functionen betrachtet 
werden, und unter diesen wiederum nur solche, die sich nicht als 
Bruche zweier Functionen darstellen, und in denen die Veränder- 
lichen nur mit ganzen positiven Exponenten auftreten, sie werden 
rationale ganze Functionen genannt. Im Besonderen wird von 
allen Zahlen voratisgesetzt, dass sie reell seien. Es wird also 
z. B. Ä, eine Function von y und a?, dargestellt werden durch eine 
algebraische Summe, deren einzelne Glieder die Form 

ax"^ y^ 

haben, unter m und « ganze und positive Grössen verslanden. 
Unter dem Zeichen Sax^y^ eine Summe verstanden, deren ein- 
zelne Summanden die oben angeführte Form haben, kann man 
also schreiben 

1. z = Sax^y'^. . 

Bildet man die Summe der Exponenten der Variabein emes 
Gliedes (z.B. m und n), so erhält man die Dimension (m + n) des- 
selben und die höchste Dimension, die in einer Function auftritt, 
wird Grad derselben genannt. Haben alle Glieder eine gleiche 
Dimension, so nennt man eine solche Ftmction „homogen''. 

Ist eine Zahl y als explicite Function einer andern x gege- 
ben, z. B. 

2- y = fl(0) + «(1) ^ + «(2) a?- + 0(3) ^'^ + + «(n) a;" 

wo n den Grad der Gleichung bedeutet, so kann mm x stets 
einen solchen Werth geben^ dass das Vorzeichen von y dasselbe 
wie jenes von dem Gliede der höchsten Dimension afJ^^ x^ ist. Die 

auftretenden Coefficienten sind naturlich alle als reell, endlich und 
nicht verschwindend angenommen. Denkt man sich, um die Rich- 
tigkeit des Satzes nachzuweisen, die algebraische Function in fol- 
gende Form geschrieben: 

I 0{n) X «(„) a?' 

+ ?a 1 1, ■ 

so ersieht man sofort, dass, wenn man nur x sehr gross (positiv 
oder negativ) macht, die reciproken Werthe der Potenzen des Fort- 
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t 

1 1 

schreitiingsbuclistabens — , -7 u. s. 1.) sehr klein und die Summ«* 

fl(n-l) 1 . V-2) J^ fl(o) 1 

- • I • 2 ~T' • • • • ~T' . IT '\ € 

wird, wo (£) < 1 ist, mögen die Coefficienten a^Q^ , a.jj .... auch 

beliebige Werthe (innerhalb der angegebenen Grenzen) annehmen. 
Bei Bestimmung des Vorzeichens kommt daher in diesem 
Falle nur das erste Glied der algebraischen Summe in Betracht, 
daher kann man durch entsprechende Wahl des Werlhes von x 
der Grösse y dasselbe Vorzeichen geben, wie dem Gliede (i/„\ . a?" 

von der höchsten Dimension. 

Ebenso wie man durch wachsende Werthe von x den Werth 
der Function seinem Vorzeichen nach mit dem Gliede grösster 
Dimension in Uebereinstimmung bringen kann, ebenso kann man 
aber auch durch einen hinreichend kleinen Werih von x das 
Yfir zeichen des Werlhes der Function mit dem des Gliedes von 
der Oten Dimension zur Uebereinstimmung bringen. 

Setzt man nämlich x = — wo ä eine sehr grosse Zahl be- 

z 

deutet, so kann man durch die Wahl eines hinlänglich grossen 
Werthes für z die algebraische Summe 

«(0) « «(0) « «(1) «" 

wie eben gezeigt wurde, kleiner als € machen, wo («)<1 ist; da- 
her ist alsdann 

«(0) «(0) fl(0) 

und wird somit das Vorzeichen der Function 2) durch jenes der 
Zahl a/Q) bestimmt. 

Im Specieilen kann es in der Gleichung 2 (auch y ^ Fx 
geschrieben) einzelne reelle Werthe von x geben, welche die 
Functionen verschwinden lassen, also 

F^^O 
machen; diese Werthe der Function nennt man die Wurzeln der- 
selben. Ist jeder beliebige Werth von x eine Wurzel der Function 
Fx, d. h. verschwindet Fx bei jedem x, so müssen alle Coefficien- 
ten (die überhaupt nur reell gedacht wurden) der einzelnen Glie- 
der verschwinden. Denkt man sich die Glieder nach steigenden 
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Potenzen von x geordnet und bezeichnet den Coeßicienten von 

x^ mit a(A), so hat man also in diesem Falle: 

4. Fa: = a(0) + a(i) x + a^2) o;» + a(3) o?» + + a^^_^^ af-^ 

Statt dessen kann man nun schreiben : 

Nimmt man x ganz und positiv, so werden» je grösser und 
grösser x wird, nach den vorhergehenden Betrachtungen die Sum- 
manden der Summe kleiner und kleiner, nur a(n) bleibt ungeän- 
dert. Lässt man nun x immer mehr und mehr wachsen, so kann 
man, wie bereits oben bemerkt, bewirken, dass die Summe aller 
Glieder ausser a^„) (sei siepositivodernr'gativ) kleiner wird als irgend 
eine beliebige Zahl, im Besondern kleiner als a/„) . Wenn also 
Fjc ^0 werden soll, so kann dies, da die Constante öt/^) durch die 
übrige Summe nicht aufgehoben werden kann, nur dadurch gesche- 
hen, dass a^n) = ^ ^"^ ^^^ übrige Summe = wird. Es fällt 
also das letzte Glied der Function aus. Die Gleichung 4 fällt also 
mit der folgenden zusammen: 

Hierin ist aber nach obigem Beweise wiederum ß/»-.!) = 

und kann man nun leicht weiter aut dieselbe Weise zeigen, dass 
ebenfalls die übrigen Coefücienten verschwinden müssen, also 

Sind zwei Functionen Fg^ und fx derselben Veränderlichen 
für jeden Werth derselben einander gleich, so müssen die Coef- 
ficienten der Glieder gleicher Dimension einander gleich sein. Es 
sei, nach der Entwicklung nach steigenden Potenzen von x: 

7. «(0) + 0(1) a? + 0(2) a;* + -4- a(„_i)a?'*-* + a^„) . a?*» = 

5^0) + ö(i) a? + b^2) 0?* -+-.... + &(w— 1)^"""* + *(«) • ^''• 

Hieraus folgt: 

(ö(0) "" ''(O) ) + («(1) — *(1) )^ + («(2) — ^(2) )a?* + . . . . 
+ (ß(„_l) — &(n-l))a^"^ + (ß(n) — \n) )a?« « 0^ 

also ist zufolge des oben bewiesenen Satzes (4) 

8. fl( ) — &(0) «=«(1) b(l) = 0(2)— &(2) =•..== fl(/i—l )—*(»— 1) 

— a(n) — &(^)=:0, 

Pionko, Einleitan^ ia die höhere Algebra. 9 
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8a. a(0) = Ä(0) » «(l) = ^(l) » ^(2) = ^(2) , • • • . «(n) = *(n)- 

Verschwindet eine Function für den Fally dass der Fort- 
schreitungsbuchslabe gleich Null wird, so muss dasjenige Glied 
der algebraischen Summe, dessen Dimension selbst Null ist, ver- 
schwinden. ^ kann offenbar Gleichung 4 für a;=:Onur befriedigt 
werden, wenn auch 0(0)== ist. 

Eine Anwendung dieses letztern Satzes bieten die Elementar- 
Gesetze der Bewegung eines Körpers dar. Es isl jedenfalls der 
zurückgelegte Weg eine Function der Zeit, d. h. er ist von letzterer 
abhängig. Bezeichnet man ersteren mit s, letztere mit t, so ist 
also nach der angenommenen Bezeichnung 
9. s = f[t). 

Nimmt man nun an, dass der Weg von dem Punkte an 
gezählt werden soll, in welchem sich^ der bewegte Körper bei dem 
Beginne der Beobachtung d. h. bei ^ = befunden, so muss s = 
für f = sein, und kann somit die Entwicklung von f(t) nach 
steigenden Potenzen von t kein constantes Glied enthalten. Die 
einfachsten Formen, in denen also s durch t ausgedruckt sein 
kann, sind: 

10. s = a.f 
oder 

11. « = 6.f> 
und 

12. s^at-hbt* 

Findet Gleichung 10 statt, so ist also der zurückgelegte Weg 
proportional der Zeit, d. h. in. gleichen Zeiten werden gleiche Wege 
zurückgelegt. Ist r^sl, so ist alsdann 

s= a 
d.h. die Constante a ist der in einer Secunde zurückgelegte Weg 
oder die Geschwindigkeit und die Bewegung ist eine gleichförmige. 

Wird dagegen s aus t durch die Gleichung 11 bestimmt, so 
ist der Weg proportional dem Quadrate der Zeit, oder der in ein- 
zelnen Secunden zurückgelegte Weg proportional den ungraden 
Zahlen. Es nimmt daher der Weg in jeder Secunde um ein Glei- 
ches, nämlich 2b zu und ist somit die Bewegung eine gleichför- 
mig beschleunigte, und ist die Beschleunigung 26, der in der ersten 
Secunde zurückgelegte Weg b. 
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Gilt schliesslich die Gleichung 12, so ist die Bewegung dieser 
Gleichung zufolge eine zusammengeseizte aus einer gleicJiförmigen 
und einer gleichförmig beschleunigten; der in der ersl'H Secunde 
zurückgelegte Weg ist somit a + fc, der in der /ten Secunde zu- 
rückgelegte Weg a-{~b(2t — 1), und nimmt somit der Weg wiede-^ 
rum in jeder folgenden Secunde um 2b (die Beschleunigung) zu, 
oder die Bewegung ist eine gleichförmig beschleunigte (wenn a 
und b gleiche Vorzeichen) oder gU'ichförmig verzogene (wenn a 
und b umgekehrte Vorzeichen haben). 

Treten in der Entwicklung von s nach t Glieder von höherer 
Dimension als der zweiten auf, so entsprechen die Formen nicht 
mehr den in der Natur vorkommenden Bewegungsgesetzen. 

Eine Function mehrer Variabein von der Form 
13 Sa^Q^ a/" y"^ zP 

kann man nach den steigenden Potenzen des einen Fortschreitungs- 
buchstaben (z. B. x) entwickeln; alsdann ist offenbar der Coefß- 
cient einer jeden Potenz desselben eine Function der andern Vari- 
dbeln und man kann daher, wenn man zunächst nur 2 Variable 
nimmt, folgende Umformungen mit der Function vornehmen: 

14. Sa^f.^x'^r = ^'^^«w^"-'"' == «^ (5a(fr^i/«)x'"». 
Hierdurch erhält die Function eine der früheren Entwick- 
lung entsprechende Form, gleich als ob sie uuf von einer Verän- 
derlichen abhängig sei: 

15. (0(0) + «(1)2/ + ö(2)V" + ..••)-»- («(0) .-*- «(1)^ + %)y^ -h-)x 

+ (ajol + «ujy + «(2?^' + ....) a?~ 
Aus dieser Form ersieht man ebenfalls leicht, duss auch bei 
Functionen von zwei Variablen alle Coefficienten verschwinden 
müssen, sobald für jeden Werth der beiden Forischreitungsfnich - 
Stäben ^die Function verschwindet. Denn setzt man für y einen 
Werth ein, so sind alle Coefficienten von x bestim nl und diese 
müss^'n somit dem früheren Gesetze zufolge, da die Funetion für 
jedes 07 verschwinden soll, alle = werden; also: 
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a(0) + a(i)»+«(2)y* + = 

" ■ '* I " 9 • 



.. . =0 



Da aber diese Gleichungen für jeden Werth von y bestehen 
müssen, so folgt daraus: 

ö(O) ■= ^(1) — ^(2) =.... = 

^(0) = "(1) ^ ^2) =••••= 

u. s. i. 

Es zeigt sich ebenso leicht, da%% auch, %oenn zwei Functionen 
mehr er Variabein für jeden Werth einander gleich sind, die 
Coefficienten der einen gleich sein müssen den entsprechenden 
Coefficienten der andern. 

Die Entwicklung der entsprechenden Gesetze fär Functionen 
mit mehr als zwei Variabein ergibt sich nach dem Vorhergehenden 
sehr leicht. 

Aus zwei Functionen von einer Ter ander liehen lassen sich 
durch die arithmetischen Grundoperationen neue Functionen ab^ 
leiten. Sollen F^* und fx addirt werden, so geschieht dies offen- 
bar am leichtesten durch Ordnen beider nach steigenden Potenzen 
von Xf worauf man die^ Glieder gleicher Dimensionen addirt Der 
Grad der resultirenden Function ist der höchste Grad der beiden 
Summanden, wenn nicht die Glieder von der höchsten Dimen- 
sion absolut gleich, aber von umgekehrtem Vorzeichen sind, so 
dass sie sich gegenseitig aufheben. Bei der Subtraclion gilt das 
Entsprechende wie bei der Addition. Es hat also die neue Func- 
tion den höchsten Grad der beiden ursprünglichen Functionen, 
falls nicht die Grade beider Functionen gleich und die Summanden 
der höchsten Dimensionen von gleichen Coefficienten und gleichen 
Vorzeichen sind. 

Bei der Multipiicalion ganzer Functionen erhält man offenbar 
wiederum ganze Functionen, deren Grad gleich ist der Summe der 
Grade der beiden Factoren. Bei der Division ist zu unterscheiden, 
ob der Grad des Dividenden grösser^ kleiner oder gleich dem Grade 
des Divisors ist; im ersten und dritten Falle erhält man durch 
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Ausführung der Division einen Quotienten, der im letzten Falle 
constant ist^ und einen Rest, dessen Dividend von niederem Grade 
ist als der des Divisors. Einen solchen Quotienten nennt man „eine 
echt gebrochene Function'* im Gegensatz zu der unächt gebrochenen 
Function, die sich auf einen Quotienten (ganze Function) und eine 
echt gebrochene zurückführen lässt. Durch die Potenzirung einer 
ganzen Function mit einer ganzen Zahl als Exponenten erhält man 
ebenfalls, wie bei der Multiplication, eine ganze Function als Po- 
tenz; ihr Grad ist gleich dem Product aus dem Grade der Func- 
tion in den Exponenten. 



ZurOlftesi Kapitel. 

Derivationen von ganzen Functionen mit einer Variabein, 

Begriff und Bildung der Deriratlonen. Es sei ge- 
geben 

1. y^Fx\ 

alsdann könnte man sich fragen, was wird aus der Function, wenn 
wir statt der Variabein x die neue (angewachsene) x-\-h einführen. 
Die neue Function 

nennt man die angewachsene Function, und h das Wachsthum des 
Fortschreitungsbuchslabens. Zufolge des binomischen Lehrsatzes 
kann man in derselben ein jedes Glied, dessen Exponent hier po- 
sitiv und ganz ist, nach steigenden Potenzen von h entwickeln und 
wir erhalten demnach 

wo offenbar /f, B^ C u. s. f. Functionen von x sind. A muss hier- 
bei = F^s^^in, wie man leicht ersieht, wenn man das Wachsthum 
A s setzt. N kann x nicht mehr erhalten, d. h. es muss con- 
stant sein, wenn n den Grad der Function angibt; denn der Grad 
der Function kann nicht erhöht werden, wenn man statt des Fort- 
schreitungsbuchstabens die Summe von zweien setzt, wie dies aus 
dem binomischen Lehrsatze sich ergibt. 

Man nennt in dieser Entwicklung B die Ableitung oder 
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Derivation [Differenlialquotient] der Function F und bezeichnet 
(Jieselbe durch F^ oder F oder SF oder DF, Es ist dieselbe ge- 
mäss dem binomischen Lehrsatze, da jeder Exponent des Fort- 
schreitungsbuchslabens eine ganze Zahl ist, offenbar ebenfalls eine 
ganze Function der Variabein. Verfährt man nun auf dieselbe Weise 
mit der erhaltenen neuen Function B, wie es oben mit F gesche- 
hen, indem man statt x die angewachsene Variable x-{-h einfuhrt, 
so erhält man als roefficienten von h in der ersten Potenz eine 
Function, welche die Dt-rivation der neuen Function B war und 
die man die zweite Derivation (auch Derivation zweiter Ordnung) 
der ursprünglichen nennt. Bezeichnet wird solche durch F" oder 
ö*F oder D^F. Diese Operation, die man noch weiter fortsetzen 
kann, indem man immer neue Derivationen (F", d^F oder D^jp^ 
F'^, ö*F, D*F etc.) ableitet, nennt man deriviren oder ableiten. 
Beispiel. Es sd: 

Fa: = ax* + 6a?» -+- 10a;> + 19, 
alsdann hat man: 

Fx^h = a(a?+Ä)* + b{x-hh)^ + 10(a;-f- Ä)* + 19 = *fr)» +4a?«Ä 
+ 6a?*Ä* + 4a7Ä» + ä*) -H b{x^ -+- 3x^h -f- 3xh^ ~h h') + 

10(a;* + 2a7Ä+A*)-f-19. 
Nach steigenden Potenzen von h geordnet gibt dies: 
{ax^ + bx"" + lOa?» + 19) + {4ax^ -H 36a;» -h 20a7)Ä + 
(6flraj» -H 36a? + 10)Ä» + (4aa7 + 6)Ä« 4- ah\ 
Es ist also in diesem Beispiele die erste Derivation der ge- 
gebenen Function: 

F^^BF^ 4öa?» -f- 36a?« + 20a?. 
Setzt man nun die Operation fort, um die erste Derivation 
von F' zu finden, so hat man: 

''x+fc= 4a(a?+Ä)»+36(a?+Ä)»-f-20(a? + Ä) « (4^/a?» -h 36a?« 

+ 20a?) -H (12aa?^ + 66a; + 20)A -h (12aa? +36)A» -f- 4aÄ*. 
Somit ist also: 

F* ^ 12öa?« -H 66a? + 20, 
und findet man fernerhin : 

F'" = 24aa? -f- 66 
F^^ = 23a 
F^ =0 

Ist F» Ä Sax^ gegeben, so ist offenbar in jedem Summanden 
lür X die angewachsene Grösse a?+Ä zu 'setzen and man erhält 
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also von jedem Glied (mit Ausnahme der Constanten) eine Zabl^ 
die den Factor h in der ersten Potenz enthält; diese Zahl ist aber 
nach der Definition die erste Derivation des Gliedes; da nun die 
erste Derivalion der Function den Gesammt Coefficienten von A 
bedeutet^ so ist sie oho gleich der Summe der Derivalionen der 
einzelnen Glieder, d. h. 

3. d(Snx'^)=Sd(ax'^), 

Zufolge der gemachten Voraussetzungen ist aber m stets eine 
ganze Zahl und somit: 

, a(a?-f Ar = a(a?"» -H mx'^h -f ); 

daher ist also: 

und für die Derivation der ganzen Function erhält man: 

5. . diSax"^) = Smax"^ - K 

Ist im Speciellen a = 1, so wird 

Bine Po$em wird also derivirt, indem man den Exponenien 
multiplicirt mit der im Exponenten um die Einheit verminderten 
Potenz. Es ist also z. B. 

Ferner ersieht man ohne Weiteres, dass: 

d{ax^) = ad{x^) = max^~^ . 

Ganz ausser Betracht wurden in der ursprünglichen Func- 
tion die Constanten Glieder gelassen ; dieselben können in die Deri- 
vation nicht eintreten, da die Derivation eines conslanten Gliedes 
gleich Null sein muss; denn die Derivation wurde als Goetficidiit 
des Wachsthums des Fortschreitungsbuchstabens erhalten, und da 
die Constante diesen letztern nicht enthält, so kann sie auch das 
Wachsthum nicht enthalten» also auch nicht als Coefficient desselben 
erscheinen. Dies steht mit dem obigen Bildungsgesetze in vollem 
Einklang; es ist 5(0?*") = tna?*""^ , ist also m = 0, so hat man 

Nehmen wir obige Function f^^ ax^ -\- 6a?' + lOa?^ +• 19, 
so ist auch: 

df == d{ax^) + dibx') -I- ö(10a;^) + 3(19) 
= a.dx* -fö.öaj«-MOöa;»+0 
^ iax' + 36a?' + 20a?, 
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Wir nannten nun die Derivalion von der ersten Derivation 
einer Function die zweite derselben; es ist also 

u. s. w. t. 

Da nun die erste Derivation einer ganzen Function nur 
eine ganze Function sein kann, so gilt dies ebenfalls ffir die zweite^ 
dritte Derivation u.s. f. Es sind also alle Derivationen ganzer Functio- 
nen wiederum ganze Functionen. Für die Bildung der verschiede- 
nen Derivationen haben wir zufolge (4) die Formeln: 

3'(aa?*") = d{d[ax^]) = a.m.f^i . a?*»~% 
oder aligemein: 

Hierbei muss aber n<m bleiben; für n==»i wird d^(ax^) 
srs a.iw.f»T^ .... 3 . 2 . 1 . 07°, also constant und somit verschwin- 
det jede weitere Derivation. 

Die neben dem ursprünglichen Coetficienten a auttretenden 
Constanten m . m — l . m— 2 .... m . m — i ) bilden den Zähler des 
nten Binomial-Coefßcienten von m und man kann daher setzen : 

la. d^{ax"^) a= a. m« . n / x^' ", 

und 

II. d\Sax^) Ä Sa.mn-nlx^-^ 

Bei der Derivation einer Summe nach der Formeh(II) hat 
man noch Folgendes zu bemerken. In einer Reihe von Gliedern 

«(1) a?'"< ' ), ö(2)a?'"(2), a(8)^'"('0 . • • . «(nja?"* (n) 

verschwinden alle weiteren Derivationen des ersten Gliedes von 
der m/oten Derivation an, die des zweiten von der m^o^ten an 

u« s. f., die des letzten Gliedes von der m^„^ten an. Bei der Bil- 
dung der Derivation der Summe aller Glieder werden jedoch die 
bestimmten Derivationen genommen^ wenn dieselben auch von 
höherer Ordnung sind als die Exponenten der einzelnen Glieder 
der Function angeben. Ein Fehler wird offenbar hierbei nicht ge- 
macht, da ohnedies alle Derivationen der Glieder,' die keine solche 
liefern, verschwinden, und also bei der Summation die Summe 
nicht ändern. 
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Taytor'scher Lehrsatz. Gebt man nun zu der früheren Ent- 
wicklung von a(x-\-h)*^ nach steigenden Potenzen von h zurück, 
so hat man zufolge des binomischen Lehrsatzes , wenn m^, m, . . . 
die Binomial-Coetficienten bedeuten: 

a(x-\-h)^ = aa?*"^-a.mJ^a?^~"^Ä+•a.m,.a?"*■"^Ä'4- — 

-I- a . mm^\x . Ä"»-* -I- öÄ"». 
Bedenkt man nun, dass nach dem Obigen 

1 1 



a.nif^, x^—k\sz a.fHi^.k! a?»»— * . —. ^ ö*(öaj*») , 



so erhält man ohne Weiteres: 

UI. a(a?4- A;"» == aa?«» -f ö((ia?~) . ^f + 5"(ffaj'") . ^f + ^'C^a?"») . g-.' 

Ar / fnl 

Betrachtet man eine Summe von Gliedern von der obigen 
Form Sax^ und bildet deren Entwicklung, wenn man den Fort- 
schreitungsbuchstaben x um die Grösse h anwachsen lässt, so 
entwickelt man die einzelnen Glieder nach der obigen Formel (lU) 
und addirt alsdann die Glieder von gleicher Dimension in Bezug 
auf h, und erhält auf diese Weise: 

IV Sa(x + A)"» = Sax^ + Sd(ax^) . p + Sa*(aa?"») . |j 

A' A" 

+ Äö'Caa?"») . — -I- .... -I- Sdniax"^ . -r, 

ö: n! 

wobei n den Grad der Function bedeutet. 

Dies ist nun nach dem Früheren ^3) weiter gleich: 

h A' 

IVa 5a(a?+A)'««5aa?«+i9(5aa?'») . A + d^Sax"^) . g^ 

-^d'iSax"')' -^-.,V...-Hö'»(5aa?"»). —.. 

Oll tli ' 
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Stall dessen kann man selzen, indem man Sax*" mit Fx be 
zeichnet : 

-{-d^F.—, 
n ! 

Diese Entutcklvng ( F), welche vns die angewachsene Func-* 
tion nach steigenden Potenzen von h und den entsprechenden 
Derivationen der vrsyrilnyiichen Function ergibt, nennt man den 
Taylor^schen Lehrsßtz. Sie gilt, wie man ohne Weiteres ersieht, 
sowol für positive als auch für negative Werihe von Ä, in welch 
letzterem Falle die Glieder von ungrader Dimension negativ werden. 
Beispiel. Es sei /* .r = x^ — x^ und es soll F^+ä gefunden 
werden. Es ist also nach (V) 

F,;+/,= (a?«-cc«)4-(5x*-3a;*) . jf + (20a?»— 6a;). ^^ 

-|-(60a7*~6) . 1^ + 120a; . |^ + 120.^J. 

Aus dem Taylor'schen Lehrsatze ersieht man sofort, dass, 
da die Derivationen ganzer Functionen selbst ganze Functionen 
sind, also für endliche Werthe der Variabein selbst endlich sind, 
das Wachsthum der i unction d. h. der Unterschied zwischen der 
angewachsenen und ursprunglichen I unction selbst endlich sein 
muss, wenn das Wachsthum der Variabein endlich ist. Nimmt 
man nun für das Increment h der letztern eine unendlich kleine 
Zahl, d. h. nimmt man die continuirlich aufeinanderfolgenden Zahlen 
für x^ so wird auch das Increment der Function unendlich klein, 
d. h. die Functionenwerthe bilden auch eine continuir liehe Folge, 
Nimmt daher eine Function Fx für irgend einen Werth x =s: a 
einen positiven, dagegen für irgend einen zweiten a? = 6 einen 
negativen Werth an, so muss die Function Fx = werden min- 
destens für eiiieti Werth von a?, der zwischen a und b liegt. Die- 
sen Werth von x nennt man die Wurzel der Gleichung Fx = 0. 

Maxima und Minima- Lässt man in Fx die Variabein x 
verschiedene Werthe annehmen, so zeigt die obige Entwicklung 
die Aendernngen, durch welche man den einen Werth der Function, der 
einem Werthe von x entspricht, ableiten kann aus einem andern Werthe 
derselben Function , welche einem anderen , dem ersteren Werthe 
naheliegenden zugehört. Nimmt man für den Fortschreitungsbuch- 
Stäben einen festen Werth an, lasst ihn alsdann um eine genügend 
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kleine Grösse wachsen^ so wird offenbar auch die Function nur um 
etwas kleines wachsen, resp. um solches abnehmen. Bei bedeu- 
tender Zunahme des Werthes von x wird auch Fx um bedeuten- 
des wachsen oder abnehmen können. 

Für das Wachsthum der Function, d. h. für den Unterschied 
zwischen der angewachsenen und der urspränglichen Function 
kann man^ wie aus (V) leicht ersi< litlich ist, setzen: 

idF S^F d^F d^F \ 

10. Fx+,^Fx^h (jy + ~/j .A -f ^y Ä«+....+ ^J' Ä-i) 

Nimmt man nun den Werth von h immer kleiner, so nähert 
sich der Werth des Klammer-Ausdrucks immer mehr und mehr 
dem ersten Gliede; da nämlich alle Derlvationen ganzer Functionen, 
wie gezeigt wurde, selbst ganze Functionen sind, also tur ein end- 
liches X einen endlichen Werth haben, so kann man h so klein 

d^F d^F 
nehmen, dass die Summe «T ^ + oT ** "*" ^^^ ^" ®^"®'' ^^~ 

liebig kleinen Zahl im Werthe herabgedröckt werden kann, so 
dass man ohne bedeutenden Fehler diese Glieder alle bei der Be- 
trachtung v(Tnachlässigen darf. Annährend also wird alsdann, das 
Wachsthum der Function durch dF.h bezeichnet werden. 

Der Ausdruck dF.k ändert jedoch mit h das Vorzeichen und 
hat man zunächst, wenn man x einen bestimmten Werth beilegt, 
zu unterscheiden, ob dF>0 oder dF<0 ist. fm ersteren Falle 
hat dF.h mit h gleiches Vorzeichen und nimmt also die Function 
mit wachsendem Fortschreitungsbuchstaben zu, während sie für 
kleiner werdende x selbst immer kleiner wird. Ist dagegen 
3F<0, 80 hat das Wachsthum der Function das umgekehrte 
Vorzeichen von dem Wachsthum des Fortschnitungsbuchstabens 
X und nimmt somit der Werth der Function Fx bei grösser wer- 
dendem X ab, dagegen für fallende Werthe von x nimmt sie zu. 

Es ist nun klar, dass für verschiedene Werthe von x die 
erste Derivation dF der Function selbst verschiedene Werthe an- 
nimmt, im Speciellen auch verschiedene Vorzeichen hat; es ist 
also aus dem Verlauf der Function in einem Falle (für einen Werth 
von x) durchaus kein Schluss auf den Verlaut der Function für 
einen zweiten Punkt erlaubt. 

(m Speciellen kann nun der Fall eintreten, dass für einen 
bestimmten Werth x^a die Derivation F verschwiniiet; es ist 
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also a eine Wurzel der Function F, [n diesem Falle ist also das 
Wachsthum oder Increment der Function 

11.- F^^.fc— F^«=a>.F.|^-|-ö»F. ^^... -td^F,- 

21 öl n! 

S^F , a»F , ö»F 



id^F ö*F d'^F \ 



Nimmt man wiederum hierin h recht klein, so wird das In- 
rrement der Function in seinem Vorzeichen zusammenfallen mit 
demjenigen des ersten Summanden des Ausdruckes in der Klam- 
mer^ d.h. also dem der zweiten Derivatioti der Function; bei hin- 
reichend kleinen h ist nämlich absolut genommen (abgesehen 
vom Vorzeichen): 

<5j/>^ Ä+ ^ Ä»+ +^ Ä-^ 
2! ^ 3/ • ^ 4/ '^^'"^ ÜT '^ 

und kann man daher, um die Art des Wachsthums der Function 

zu betrachten, von den weiteren Gliedern der Entwicklung absehen, 

indem man nur das erste Glied, welches einen Werth hat , nämlich 

5*F 

^-j- . h^ in Betracht zieht. Es ist nun A* stets positiv und behält 

daher, wenn die erste Derivation für einen bestimmten Werth des 
Fortschreitwigsbuchstabens verschwindet, das Increment der Func- 
tion für wachsende und für kleiner werdende Werthe des Fortschrei- 
tungsbuchstabens dasselbe Vorzeichen. 

Ist also a eine Wurzel der ganzen Function 5F=0, und ist 

e eine hinreichend .kleine Zahl, so sind gleichzeitig Fas und 
^a-f-f grösser oder gleichzeitig kleiner als F«. Ist F">0, so sind 
die Iitcremente der Function gleichfalls positiv. Lässt man daher 
X alle stetig aufeinander folgenden Werthe von a — e bis a4-« an- 
nehmen, so nimmt die Function F stelig aufeinander folgende 
Werthe, welche, wie die Entwicklung zeigt, von F^_^ an abneh- 
men, für F^^^ am kleinsten sind, um alsdann wieder zuzuneh- 
men. Es ist also Fa der kleinste aller Werthe zwischen Fa-^ und 
Fa+€^ öderes wird F^. für x^a ein Minimum. Ist nun F"<0, 
so ersieht man aus denselben Betrachtungen, die eben angestellt 
wurden, dass das Increment der Function für positives und ne- 
gatives Wachsthum des Fortschreitungsbuchstabens negativ ist, 
dass also F^^^ <Fa y>' F^_^ ^, und wird somit die Function für 

x^a ein Maximum« 
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Es tritt als ein Maximum oder Minimum ein, so oft dF a= 
und d'F^O ist. Wählt man also x so, dass die genannten Be- 
dingungen 3F=0 und d^F^O erfüllt werden, so bat die gegebene 
Function für den bestimmten Worth der Variabein ein Maximum 
oder Minimum. Um daher solche zu bestimmen, hat man die al- 
gebraische Gleichung F'= aufzulösen und alsdann zu beslimmen, 
ob für die erhaltenen Wurzelwertbe F" §0 wird. 

Beispiele. 1. Es werde ein Körper mit der Anfangsge- 
schwindigkeit c unter einem Elevationswinkel a geschleudert von 
einem Punkte aus. Bt^zeichnet mam mit / die Anzahl der seit 
dem Anfange der Bewegung verflossenen Secunden, mit g die Be- 
schleunigung der Erdattraction, so ist die Verticalerhebung y des 
bewegten Punktes über den Punkt 0: 

y = ctsin a — -^ . r , 

während der zurückgelegte Weg in horizontaler Bichtung sich aus- 
drückt durch 

x^s^U ,cosa. 
Man kann daher auch y durch x statt durch t ausdrücken und 
erhält alsdann: 

Fragt man nun, ob und wann die Function y einen Maximal- 
oder Minimal-Werth annehme, so hat man zunächst öy zu bilden 
und fmdet: 

X 



Sy^tga — g, 



c' . cos^a 



Damit ein Minimum oder Maximum stattfinde, muss diese 
Derivation gleich sein, und dies findet statt für 



X Ä 



c*.sin a.cosa 



oder 



c . stn a 



Da nun weiter 






stets negativ (und zwar constant) ist, so muss also für 
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X == 



c^sina, cosa 



9 
die Function y ein Maximum sein, das den Werth 

t ^ • 
y = ^ . sina 

annimmt. Es ist dies die Wurthöhe. 

2. Es sei eine Kugel vom Radius r gegeben; es soll unter 
allen eingeschriebenen graden Kegeln derjenige bestimmt werden* 
dessen Völum das grösste ist. 

Liegt die Spitze des Kegels, wie verlangt wird, auf der Ku- 
geloberfläche, während die Grundfläche desselben um x vom Mit- 
telpunkte abstehe und den Radius q habe, so ist das Volum V 
des Kegels 

Es ist nun aber 

Q^sssr^ — x^, 

und somit: 

ss^nr^-t^Tir^x — ^rx^ — ^tix^. 
Damit dies ein Maximum werde, muss die erste Derivation 
verschwinden, oder es muss sein: 

^Ttr^ — i^rx — 7CX* ä 
Hieraus ergibt sich: 

x^—ir±^J^i^^TW 
—ir±ir 

Es ist somit 

X ==-j-4r 



und 



x„ = — n 



Die zweite Derivation ist aber: 

5* F= — ^Ttr — 271X 

und wird dieselbe für a?i = ^r negativ, dagegen für a?„== — r po- 
sitiv und wird somit der Kegel ein grösster, wenn seine Grund- 
fläche um |r vom Mittelpunkte absteht, sodass die Höhe h des- 
selben fr ist, während derselbe einen Minimalwerth für o? == — r 
annimmt, in welchem Falle ^ = ist. Der grösste eingeschriebene 
Kegel hat daher das Volum: 

F«H-OT% 



Ik 
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der kleinste 

V=0. 

3. lüs soll ein kreisförmiger Tisch, dessen Radius a sei, 
durch eine Flamme in der Mitte derart erleuchtet werden, dass die 
Beleuchtung des Randes ein Maximum wird; es fragt sich nun, in 
welcher Höhe die Flamme uher dem Mittelpunkte des Tisches an- 
gebracht werden muss. 

Die Erleuchtung eines Gegenstandes nimmt mit dem umge- 
kehl len Quadrate der Entfernung desselben von dem leuchtenden 
Körper (Punkte) ab. Bei schiefem Auffallen des Lichtes ist die 
Erleuchtung aber |)roportional dem Sinus des Winkels, unter wel- 
chem die Strahlen aul den zu erleuchtenden Körper auffallen. 
Nennen wir diesen Winkel t und r die Entfernung des Tischrandes 
von der leuchtenden Flamme, so ist^ wenn die Leuchtkraft dersel- 
ben bei senkrechtem Auffallen in der Entfernung 1 gleich 1 ge- 
setzt wird, die Lichtstärke am Rande 

sin i 

es ist aber offenbar 

stnt = iJl iL» 

r 

und somit erhält die Leuchtkraft den Werth: 



Vr »— g' ^ /J__i'. 



r» 



/JL _i' 



Diese Function soll also ein Maximum werden. Da sie ge- 
brochen ist, wandeln wir sie zunächst dadurch in eine ganze Func- 
tion um, dass wir — = z setzen. Alsdann ist die Function 

r 

Diese ist irrational; sie hat offenbar aber dann einen Maxi- 
mal- oder Minimalwerth, wenn der Radicand einen solchen besitzt. 
Setzen wir also: 

F, = »*— a*Ä*. 
Dann isl: 

5f = 4«» — 6a''«'^ = 2««(2— 3aV). 
Es muss aber zur Lösung der Aufgabe dF = werden, dies 
geschieht, wenn 
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2 as oder z 



°^Vt' 



d. h. 



r aes oo oder r = ' - ' " 



= ±V 



2 

wird. Von der Wurzel kann offenbar nur das positive Vorzeichen 
in Betracht kommen, da eine negative Entfernung keine Bedeutung 
hat. Bilden wir die zweite Derivation: 

a»F=12Ä»— 30aV. 

Für 2 a= wird auch 
d. h. weder ein Maximum noch ein Minimum tritt ein. Für 



/ 



_ wird 
3 



•a» 3 • a» "^ 3 • a'' 

Für diesen Werth von z wird also 5'F negativ, also die 
Function ein Maximum. Die Höhe der Flamme ist aber offenbar 

yjr^ — ö*, also für den Fall des Maximum's der Erleuchtung wird 
die Höhe der Flamme über der Mitte des Tisches: 



v/t«'-«' = «\/y- 



Der Auff'all Winkel t bekommt also den Werth 30° 15' 51", 9. 

Art des Wachsthums der Functionen* Bis jetzt wurde noch 
immer nur auf die erste Derivation bei der angewachsenen Func- 
tion Rücksicht genommen^ und wurde nur dann die zweite Deriva- 
tion betrachtet, wenn die erste verschwindet^ nämlich bei der Be- 
stimmung von Maximal- und Minimalwerthen. Es war also für die 
angewachsenen Functionen gesetzt worden: 

Nach der vollständigen Entwicklung ist aber: 
F'^+h«i^* + 5F.A+a>F. |^+a»F.|^^+ + Ö«F. ^j 

Der Unterschied z/ der beiden Entwicklungen ist also: 

j :=a«F.J^+a»F.^+...+5«F.^. 

2 / 3 / nl 
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[st nun h klein genug, so ist das Vorzeichen von J über- 
einstimmend mit jenem von S^F, da alsdann die übrigen Glieder 
zusammen kleiner sind als das genannte erste, (sl nun d^F >0, 
also auch J positiv, so bedeutet dies also, dass das der Function 
entsprechende Wachsthum um ^ grösser ist, als jene in der frü- 
heren Entwicklung und zwar ist dies Verhältniss dasselbe, für 
wachsende und abnehmende Werthe der Variabein, da für einen 
Zeichen Wechsel von h kein solcher in J eintritt. Es ist also das 
Wachsthum der Function nicht proportional demjenigen des Fort- 
schreitungsbuchstabens, sondern für grösser oder kleiner werdende 
X entweder stärker oder schwächer als jenes von a?, jenachdem 
ö'F>0 oder <:0 ist. 

fst nun 5F§0, dagegen aber 5*F = 0, so ist alsdann das 
Wachsthum der Function gleich 

dF , " ö»F ^3 d^F ^, . a»F , 

1 / o / 4 / n! 

Diese Verhältnisse können naturlich nur in Betracht kommen, 
wenn die Function F^. von höherem als dem zweiten Grade ist, 
da sonst alle Derivationen von der dritten (incl.) an gleich Null 
wären. Der Unterschied J zwischen deyi Wachsthum der Function 
und dem früher betrachteten Wachsthum ist also: 

Bei gehöriger Wahl des Werthes von h wird das Vorzeichen 

ö'F 
von ^ bestimmt durch jenes des ersten Gliedes -5-j- A'. Da nun 

öl 

aber dieses das Zeichen mit h wechselt, so ist also ^/ von ver- 
schiedenem Vorzeichen bei wachsendem und bei abnehmendem 
Werthe der Variabein. Ist 5^F>0, so ist also für A>0 auch J 
positiv, d.h. die Function wächst stärker, als proportional mit A, 
dagegen bei A<0 ist z/ negativ, somit die Abnahme der Function 
auch stärker als proportional mit h. Ist dagegen 5^F<0, so 
ist A > für Ä<0 und ^<0 für A>0. Es können also hierbei 
vier verschiedene Fälle eintreten, deren nähere Betrachtung hier 
nicht vorgenommen werden soll; es kann sein: 

1. dF>0 und a«F>0 

2. dF>0 und 5''F<0 

3. ÖF<0 und a^F>0 

4. Sf<0 und a«F<0. 

Drouke, Einleitung in die liöbere Algebra. 10 
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Sind Bf und d'F = 0, so kann kein Maximum und kein 
Minimum eintreten, da das Wachsfbum der Function mit der drit- 
ten Potenz des Wachthums h von x anfängt, also mit A das Zei- 
chen ändert. Eine Ausführung aller dieser Fälle soll hier nicht 
durchgenommen werden. 

Derivationen zusammengesetzter Functionen. Wie im ersten 
Theile dieses Abschnittes bereits angeführt wurde, kann eine Func- 
tion F,t zusammengesetzter Natur sein, d. h. durch eine Rechnungs- 
operation aus zweien entstanden sein. Es sollen nun noch die 
Derivationen der ganzen Function unter der Voraussetzung, dass die- 
selbe nicht einfach seien, abgeleitet werden. 

1. Es sei 

14. Fx=^(Px±rpX' 

Alsdann haben wir folgende weitere Gleichungen, wenn man, 
wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, auf* beiden Seiten die 
Variable um dieselbe Grösse wachsen lässt : 

Fix-{-h ) = q>(x-hh) ± i/^( J:-fÄ). 
Da aber 

15. F(x-{-h)==F^-{-dF. }, -{-8*F , |^+...ö»F. — , 

^1/ 2! n! 

pnd entsprechend: 

h h^ h^ 

15a. ^(x-{-h)±tp{x-{-h):^q)x-hd(p. ^i +^*^ • o7-*--.+^"^. —j 

h h^ 

so folgt unmittelbar (nach Kap. XI., Gleichung 8a.): 

5^ = dq)± dxp 

S'F:=::d^F±d^lp 



VI. 



dkF=:dk(p±dkifj 



d^'F^d'^fp^d^iff. 
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2. Es sei gegeben: 

16. Fx^(px. tpx 

Somit hat man, wetin n den Grad der Function Fj., /n den- 
jenigen von ^j;und v den von jp^: bezeichnet, wobei ülso zufolge 
der früheren Bemerkungen n=/t«-|-i' sein rouss: 

iL 18 1$ 



+ 






fxl vi 



Heachtet man nun die Regel 7 der Binomial-Coefficienten, 
sowie ileren Zusatz, so hat man: 



10 



17a 
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V'+h ■ V«+Ä = qp« • V« + (V* d^+Ts ^V) 



' • 1' 






3/ 



+ 






Ä» 



+a.>.av.»„ . ;pf 



Wir haben also, weil diese Entwicklung derjenigen von F^-^ft 
ür jeden Wertb von h gleich sein muss: 



VII. 






< ö«f a= nv . öj"9) . 5^1//. 

Man könnte hierbei alle Derivationen unter die Form von 
d^F bringen, wenn auch k>f^ und >v wird, weil alsdann alle jene 
Derivationen der Functionen von selbst verschwinden, deren Ord- 
nung grösser ist, als der Grad der betreffenden Function. 

Aus den obigen Formeln für die Derivationen, wenn Fx^tpx-^x 
ist, kann man ohne Weiteres diejenigen ableiten, wenn die Func- 
tion das Product von mehr als zwei Functionen niederen Grades 
ist, z. B., wenn : 

Hier erhält man leicht, wenn man zunächst Xx- tpx=^ 0« 
setzt, und dann obige Formeln wiederholt nacheinander an- 
fv.endet: 
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18. dFa: — XxV^xdtp-h^x.tpx* ^%-^^X'Xx • ^^ 

-hq>x rpxd^X-^2<Px'^ip^öx-\-q>X'Xx'S^ip' 

u. s. f. 

Es werden in diesen Formeln, deren Aehnlichkeit mit der 
Entwicklung eines Binoms oder eines Polynoms überhaupt in die 
Augen springt, die CoefQcienten vollständig gleich den Binomial- 
(>oef'ficienten einer Entwicklung, deren Grad gleich der Ordnung 
der Derivation ist und deren Gliederzahl gleich ist der \nzahl der 
Functionen, aus denen die vollständige durch Multiplication ent- 
standen ist. Versteht man unter d^F daher die Function F selbst, 
so können wir schreiben , wenn wir vorher das Product der ur- 
sprunglichen Functionen absondern: 

in ^tr » O ^' ^""^ ^^5C 5'^ .. 

19. dkFtz=q)^.Xx.xPx'.- X , <i, I • —^ • --^ —T' . • 

^ ^ O a!6!c!,... ^ x V^ 

3. Stellt sich eine ganze Function als Potenz einer anderen . 
ganzen Function dar, also z. B. 

20. Fx^i^xr. 

wobei m eine ganze Zahl bedeutet, so hat man für die angewach- 
sene Function : 

h Ä* 

21. FxJ^h = (qp^+fc)*" = (^^+ 5^ . pr + 5^qp . 2 > ■*"•••)"*• 

Unter Anwendung des Polynomischen Lehrsatzes findet man, 
indem man die Glieder gleicher Dimension von h gleichsetzt: 
22. dF=^m,qf^-Kd(p 

u. s, f. 

4. Lässt sich eine ganze Function als Quotient zweier an- 
deren auffassen, so kann man sich ebenfslls nach den Derivationen 
der* Function, ausgedrückt in denen der beiden ursprünglichen 
fragen. Es sei 

23. F^ = ^% 

^x 

so ist also: 

Entwickelt man nun Zähler und Nenner des Bruches nach 
den steigenden Potenzen des Wachsthums h des Fortschreitungs- 
buchstabens, so ha t man: 



1 

i 
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25. F{x+h) = ^ ^ 

Fährt man nun die Dirision aid der rechten Seite aus, 
so ist: 

26. Fix+h) ^ f^ + '^-^^^^ . f. 

+ ^—^ . _ + ... 

Entwickelt man nun auch F(x-{-h) nach steigenden Potenzen 
von h, und setzt alsdann die Glieder gleicher Dimension in Bezug 
auf h auf beiden Seiten einander gleich, so hat man : 

dF Jf'''^f~f'' ^y 

u. s. 1. 
Bedeutet hierbei n den Grad der Function F, so wissen 
wir, dass 

28. 5«F =¥ consr . , ö»+/uF k 

sein muss; daher muss auch 



29. dn^A^\^Q 



sein, falls F^p eine ganze Function sein soll, wie wir dies voraus- 
gesetzt. Bedeutet nun v den Grad der Function g)^, also n-\-v 
denjenigen von fx^ so müssen alle v Derivationen von der (n+l)ten 

bis zur (n-f-v)t«n für die Function — verschwinden, damit F« eine • 

ganze Function sein kann; verschwinden umgekehrt nun diese Deri- 
vationen des Quotienten, so muss dieser eine ganze Function sein 
(XI, 4). Man 'hat daher v Gleichungen zwischen den v Constanten 
der Function <ps nnd den n-i-v Constanten' der Function /x*), die 
bestehen müssen, falls der Quotient aus fx und ^^ eine ganze 
Function sein soll. - Die$e Functionen sind, wie man leicht ersieht, 



i| H " I 



^ Anmerk. Die Gonstanleii ke^nnen im Speciellen den Werth an- 
atbmeD. 
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vom (w+l)ten bis (n+y)ten Grade, da 5p;, in diesen Potenzen 
stets im Zähler der einzelnen Derivationen auftritt. 

5. . Im Vorhergehenden ist stets die Function als direct von 
dem Fortschrei tu Dgsbuchstaben x abhängig gedacht worden. Es 
kann nun eintreten, dass eine Function F der Grösse y gegeben 
ist, wobei y selbst durchaus nicht unabhängig veränderlich, son- 
dern selbst von einem andern Fortschreitungsbuchstaben a; abhängig 
ist; es ist also F die Function einer Function; die letztere wollen 
wir nur mit y bezeichnen. Alsdann hat man nach dem Taylor- 
sehen Lehrsatze: . 

y{x-i-h) = y + ö«y . j-j 4- 5^y . g-p -*- ♦ • • 

h h^ 

Das Wachsthum der Function ist also d^y . ^ p+ <5'y . ^+ . 

Lässt ^an nun y in F um irgend eine kleine Grösse Je wachsen, 
so hat man ebenfalls: 

Will man nun das Wachsen der Function direct von den 
Aenderungen der unabhängig Veränderlichen x ableiten, so haben 
wir statt k, also das Wachsthum von y, wie es oben angegeben ist, 
zu setzen. Alsdann erhält man als Entwicklung: 

30. f (,) + dyP{d,y .h^+Sl.^^+..:^ 

4- 

Führt man diese Multiplicationen aus und bedenkt, dass die 

erste Derivation von F nach x diejenige Zahl ist, bei der :j-s als 

Factor in der Entwicklung auftritt^ u. s. f. so hat man sofort als 
erste Derivation von F 

• 31. dyF,dxy 

und als zweite derselben Function: 

32. ayF.(5^y-hajF.(d.,y)' U.S. f. . 

Die letztere Formel hätte man auch aus Gleichung (VII) uod 
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(31) ableiten können, indem man die zweite Derivation als die 
erste des l'roductes dyF.d^y ansieht. Die weiteren Ableitungen 
sind nun mit Hülfe der früheren Sätze leicht. 



Dreiasehntes Kapitel. 

Derivationen von ganzen^ Functionen mit mehren Veränderlichen. 

Begriff und Ableitung der Deriratlonen. Wie bereits 
früher bemerkt, ist die allgemeine Form einer Function mit zwei 
unabhängig Veränderlichen: 

1. . Fx.y = Sax^y"^. 

Eine solche kann man zunächst nach der einen der beiden 
Variabein dieriviren, indem man, da die andere hiervon unabhängig 
ist, also keine Aenderung bei dem Anwachsen des ersten Fort- 
schreitungsbuchstabens erleidet, diese als constant ansieht; alsdann 
kann mau weiterhin, indem man die erste Variable in ßezug auf 
die zweite als constant behandelt, nach dieser zweiten deriviren; 

so erhält man zusammengesetzte Derivationen, die mit d'J F oder mit 

11 ^ bezeichnet, jenachdem zuerst nach x und dann nach y, oder zu- 
erst nach ^ und dann nach x derivirt ist. Derivirt man p mal n^chäjund 
q mal nach ü, so bezeichnet man die entstehende Derivation durch S'^jIF 
Ist z. B. 

dann ist: 

d^'^ F:= 20a;. 
Dividirt man einen Ausdruck von der Form: 

zuerst nach x, so erhält man: 

d^ (ax^y^) = a . ms^'^^y^, 
Derivirt man diesen Ausdruck nach ^, so hat man •* 
2. d^ (d^ [ax^y""]) = 5*'* (aa?"*y") == am na?"*~^ . y""^ 

Hätten wir Jedoch den obigen Ausdruck zuerst nach y und 
dann nach x derivirt, so würden wir erhalten haben: 
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Vergleicht luan aber die beiden Ausdrucke (2) und (3), so 
ersieht man sogleich, dass folgende Relation besteht: 

d. h. es ist einerlei, ob man zuerst nach x und dann nach y oder 
umgekehrt derivirt. 

Von dem einzelnen (iliede lässt sich ' dann ohne weitere 
Schwierigkeit das Gesetz auf die Sumqße von solchen Gliedern, 
d.h. auf eine algebraische ganze Function übertragen, da die 
Derivation einer Summe gleich ist der Summe der Derivationen 
der einzelnen^ Glieder. Man hat also ganz allgemein: 

11. xy y.x 

Durch weitere Anwendung dieses Gesetzes, indem man wei- 
tere Derivationen bildet, erhält man das ganz allgemeine Gesetz* 

Hl. dl'^^F^d'^'^F^d'''^''''' F, 

wobei nur stets a + c -|- . . . . = p und b 4- b ....== ^ sein muss. 
Beispiel. £s sei 

i^a^H = ^x^^y"" 'i'Bx*-{-Cxy. 
Alsdann hat man: 

SlF^ 12Ax''y^'\-4Bx^ 4- Cy 

x,y ** 

U. S. f. 

Ebenso erhält man bei anderer Reihenfolge der Derivationen 

a'P = 84aj"v' + Co? 

ff •' 



,1.1 



öJ;'^F = 96i*'V + <^ 



6;;'/?=1056ia?'V 

u. s. r. 

Taylor^scher Satz, Man kann sich nun fragen, wie Jasst 
sich der Taylor'sche Lehrsatz (V des vor. Kapitels) ausdehnen auf 
die Entwicklung einer Function mit zwei Fortschreit ungshuchsta- 
ben nach steigenden Potenzen der Wachsthümer. Bezeichnet man 
das Incremenl von x mit h, dasjenige von y mit /r, so hat man 
uoter Anwendung des genannten Lehrsatzes, wenn man zunächst 
nur nach steigenden Potenzen von h entwickelt: 
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'4. F(x+h, y+k)'= F{xiff+k) + 5,f(a;, y+k) . p 

+ dlKx,y+k) . Kl + . • ■ . + S'oF{x,y+k).-., 

wobei m den Grad der Funclion in ßezug auf x bezeichnet. Die 
einzelnen Coelficienlen der verschiedenen Potenzen von h Jassen 
sich nun wiederum vermillelsl des Taylor^schen Lehrsatzes nach 
steigenden Potenzen von k entwickeln, indem allgemein ist: 

1 h^^ 

-t- . . . . -i- C7^ j^ rx,y) . ^j ^, 

wobei m* den Grad der Function in Bezug auf y bedeutet. 

Wendet man die Gleichung (5) auf die Entwicklung (4) an, 
so erhält man, wenn man kurzweg mit F die Function ohne an- 
gewachsene Variable bezeichnen: 

H- 

^x^ "«- ^x,j, ^- 1 f ^"»- a;,y ^ • 2 / ^'^ ' m*// ml 

Ordnet man in dieser Formel noch nach den Dimensionen 
der Incremente, so erhält man die Form: 

+ 

+ "^ ^-.v ^' ^, ■ ^f 

Dies kann man aber mit Hülfe der Regel 7 der Binomial- 

Coefficienten in folgende Form umwandeln, wenn mit n der Gra4 

der Function F bezeichnet wird : 
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F(aH-A, y-h^) = F-{-{dlF.h-i-d^F. k) . ^ 
+ (ö»f \ A» + 2, . d'^F . A^ + 5JF . P) 1- 

+ 

+ (ö"F. A»+n, .ö;;*'' F . A«-^ it + ^i^^;;"'^^ • A"~^ ^' 

+ .... + ö;f.*«)-V 

J/ -^ w ! 

In den einzelnen Summen sind A und k ebenso entwickelt, 
wie im binomischen Lehrsatze; die Ordnung der Derivalion nach 
jedem Fortschreit ungsbuchstaben stimmt überein mit dem Expo- 
nenten des Incrementes derselben Variabein. Ausserdem enthält 
jedes Glied noch den entsprechenden Binomial-Coeificienten und 
jede Summe ist zu multipliciren .mit dem reciproken Werth der 
Facultät derjenigen Zahl, welche die Ordnung der Derivation an- 
gibt. Jede Summe von Gliedern gleicher Dimension hat also die 
Form : 

fc=a 

S^^^at.dl-^'^F.h^-KkK 
a I ^>y 

6=0 

Für die ganze Entwicklung kann man daher abkürzend 
schreiben : 

6=0 6=0 

Hierbei müssen wir, wie wir bereits auch früher entspre- 
chend thaten, 

und 

0/«l 
setzen. 

Beispiel. Es sei gegeben: 

JBx sss ax* + hxy + cy* ; 

demzufolge ist; 
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c';» F = 3ax* + hy, 8lF = 6ax, 5»f = 6a 
c^'F = bx + 3cy\ a»F =^ 6ey, ajF = 6c 

Man hat also jetzt, indem man die erhaltenen Werthe in die 
Formel (V) einsetzt: 

F\,x-^h,y-{-k) = ax^ -{- bxy + cy^ 



+ {(3ax' -h 6y ) /? -h (3cy» -f- fta?) Ai 



+ 



(6axh'-{-2b.hk + 6cyJt^j . ^j 



Wachsthffm der Bunciionen, Bei Functionen mit nur einem 
Fortschreitungsbuchstaben nahmen wir die verschiedenen aufein- 
anderfolgenden Werthe desselben und fanden dadurch den Verlauf 
der Funciionen. Bei Functionen von zwei Variabein kann man 
aber jede einzelne unabhängig von der anderen sich ändern lassen 
und es tragt sich nun, wie die Function sich ändert, je nachdem 
man die Wachsthümer der Variabein mit einander verbindet. 

Es handle sich um die Betrachtung der Function tix.y); 
nimmt man irgend einen festen Werth x\ y* für die beiden Vari- 
abein, so erhält jP ebenfalls einen bestimmten Werth. 

Lässt man alsdann einen der beiden Fortschreitungsbuchsta- 
ben 2. B. X wachsen, so erhält man für die continuirlich aufeinan- 
der folgenden Werthe von x wie im vorhergehenden Kapitel ge- 
zeigt wurde auch aufeinander folgende continuirliche Werthe der 
Function t. Ein Gleiches gilt, wenn man, der Variabein x den 
Werth x^ lassend, den zweiten Fortschreitungsbuchstaben ändert. 
Werden nun beide Variabein gleichzeitig geändert, so kann man, 
um die Betrachtung zu vereinfachen, setzen 

ic 

wo g selbst entweder constaht oder veränderlich sein kann, stets* 
aber endlich bleibt. Es ist alsdann die Entwicklung des Taylor'- 
schen Lehrsatzes: 
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F{s+h,g+k) - t+{dlF+g . d^F) .jj 

+^dlF+2,.dl;lF.g+8lF.g*) • 3'/+ •- 

Wenn man nun bedenkt, dass die Derivationen ganzer Func- 
tionen stets selbst ganze Functionen sein müssen und dass man 
stets h so klein wählen kann, dass man bei der Entwicklung nur 
das Glied der ersten Dimension von h zu beachten braucht, so er- 
hält man lur als Wachsthuni der Function für genügend kleines h 

Daraus folgt aber sofort, dass, da das Wachsthmn der Function 
unendlich klein ist, sobald g endlich und h selbst unendlich klein 
ist, die tunction F continuirlich aufeinander folgende Werthe 
erhält, falls x und y continuirlicli aufeinander folgende (von 
einander unabhängige) Werthe annehmen. 

Weiterhin ersieht man nun leicht, dass die Ifanction jF, wenn 
dieselbe für a? «= o;* und y ^=^y^ einen positiven^ für x = a?" und 
y sz y^ dagegen einen negativen Werth annimmt, verschwinden 
muss für y ^^ y' und einen Werth x = a, wo a zwischen x* und 
X** liegt. Dasselbe gilt natürlich auch umgekehrt, wenn x con- 
stant bleibt und y sich ändert. 

Eine weitere Ausdehnung dieser Betrachtungen, die sich in 
der analytischen Geometrie leicht und anschaulich ergeben^ soll 
hier nicht versucht werden. 

Maxima und Minima. Während das Increment der Func- 
ion für positive und negative Werthe von h und k selbst umge- 
kehrte Vorzeichen annimmt, wenn die ersten Derivationen be^ 
stimmte Werthe annehmen, ändert sich dies Verhliltniss für den 
Fall, dass eine der beiden ersten Derivationen oder beide gleich- 
zeitig verschwinden, oder jJer Ausdruck d^I .h -\- c\t , k = wird. 

Tritt bei der Entwicklung 8 der Fall ein, dass 

wird, so verschwindet das erste Glied 

für jedes h und es tritt somit, da das zweite Glied der Entwick- 
lung für jedes K dasselbe Vorzeichen hat^ in diesem Falle ein 
Maximum oder Minimum ein, jenachdem das zweite Glied negativ 
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oder positiv ist. Da aber g zwischen — oo und -{-oo alle Werthe 
durchlaufen muss, indem h und k positiv und negativ sein können 
und jedes auch den Werlh annehmen kann, so muss offenbar g 
einmal den obigen Werth annehmen und in diesem Falle findet 
also stets ein Maximum oder Minimum im Verlaute der Function 
statt; d.h. für jeden Werth einer Function Fxy , welcher beliebig 
gewählten Werlhen von x und y («. B, x' und y*) entspricht^ 
gibt es ein bestimmles Verhdltniss zwischen den Wach sthümern der 
beiden Fortschreitungsbuchstaben, bei welchem die Function sowol 
für abnehmende als loach sende Werthe von x und y zunimmt 
resp. abnimmt^ also ein Maximum oder Minimum hat. 

Für jeden anderen Werlh von g, also für jedes andere Ver- 
hällniss von ^ zu ^ h^l man weder Maximum noch Minimum. 

Wird nun im Speciellen 5ijP = 0, so wird die Function für 
den Fortschrei lung-buchstaben x und constantes y ein Maximum 
oder Minimum, während sie für variable y einen andern Verlauf 
zeigL Ist 5*jP=0, so gilt das soeben Ges-ig'e unter Vertauschung 
der beiden Buchslaben x und y, 

Ist sowohl d*jF = als auch 5^2/ =0, so fällt in der Ent- 
wicklung des Wachsthums das ganze erste Glied weg und man 
hat daher: 

nx-hh, y-hk) - tix,y) = {dll 4- 2g . ö;;; J -bg\SlF) 
Setzt man nun 

dit 



wo also g^ und g^ die Wurzeln der Gleichung 

^+2 %y^ g^g^ =:0 

ölt Bit 

sind, so erhält man die neue Entwicklung 

f^x-hh,y-i~k) — F{x,y)=^ dlt (g—g^) (g—g^) . g-^ + . . . . 

Die Wurzeln g^ uud ^f^ können nun sowol reell als auch 
inmaginär sein; im letzteren Falle kann man daher schreiben: 
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9i = p—qi 
wo ^=0 wird, wenn in den Wurzeln die R^dicanlen verschwinden 
d. h. wenn 

(5i'lF)«— a.SF.ÖJF = ist. 

Ist jedorh der Radicant positiv, und sind somit die Wurzeln 
reell, so Iriti ein Fall ein, den wir weiter un'en betrachlen. 

Befr^fbiet man zunächst den Fall, wo die Wurzeln imaginär 
werden, so erhall man leicht die umgeänderte Form: 

Welches Verhältniss nun auch h und k zueinander haben 
mögen,*) es wird stets der ers'e Summmd der Eniwicklung das- 
s«^lbe Zeichen behalten und zwar i«*t dies abhängig von d^F, fsi 
dieses positiv, st» w'rd also nach jed«^r Richtung hin d^s Wachs- 
thum der Funciion positiv und es findet also für den Verlauf der 
Function ein vollständiges Minimum statt. Ist dagegen dyF-^iO, 
so nimmt die Function ab, mag man x und y. wachsen oder ab- 
nehmen lassen; für die Function findet also ein vollständiges Ma- 
ximum statt. Aus der Form des Radicanten ersieht man, d<ss, da 
(d^^'l^y stes positiv ist, ö|F jedenfalls dasselbe Vorzeirhen wie 

SyE haben muss^ damit die Wurzel imaginär werden kann, wie 
wir hier vorausgesetzt haben. Es würde also einerlei gewesen 
sein, welche zweite Derivation, ob die nach x oder die nach y, 
als Factor abgesondert worden wäre. 
ist nun (^I'IF^ — S%F . ÖJF > 0, 

sind also g^ und g^ reell, so wird, wie wir aus der Formel des 
erden Gliedes 

ersehen, dasselbe für g-^ig^ und g^g^ positiv. Es wird also die 
Funciion ein Maximum oder Minimum, jenachdem dyF negativ oder 
positiv ist, für jedes Verhältniss g der beiden Wachsthümer k und 
h, das kleiner ist als das Verhältniss g^ und g^. 



*) An merk. Ist </=x)» <!• li- /i==0, so setze man — =0 und son- 

k 

aere Ä* als Factor ab, so erbilt man Formeln, die den obigen völlig ent- 
sprechen. 



— 160 — 

Dasselbe tritt ein für g>g^ und g>gs. Dagegen findet für 
gt^9<g2 (wenn g^ die kleioiere der beiden Wurzeln bedeutet) das 
Umgekehrte statt; es ist in dem ersten Gliede das Producl (^f — g^) 
(g—gi) negativ und -daher hat das Wachsihum der Function das 
umgekehrte Zeichen von d'yF'j es tritt also, wenn d|jp<0 isi, ein 

Minimum für alle die Werthe von h und k ein, bei denen -y-^g. 

k 

aber <^2 ist, während bei gKy^Kg^ alsdann ein Maximum e nirat 

ist dagegen öj^>0, so haben wir umgekehrt im letzteren Falle ein 

Minimum und in dem ersteren ein Maximum. Für die beiden 

Fälle, dass g^g^ oder dass g=g^ wird, entsteht weder ein Maxi-^ 

müm noch ein Minimum, es findet hier der Uebergang zwischen 

dem Maximum und dem Minimum statt 

Die weiteren Folgerungen,* die man noch zu machen im 
Stande ist, wenn man gi=g^ setzt, oder wenn das ganze Glied» 
das mit k^ multiplicirt ist (das Glied 2ter Dimension), verschwin- 
det, wollen wir hier keiner weiteren BeirachtUMg unterwerfen und 
bemerken nur noch, d^ss wir Alles en sprechend den früheren 
Folgerungen bei der Entwicklung einer Function mit einem Fort- 
sc hreitungsbuchstaben erhalten würden. 

ßeispiel. Es sei gegeben die Function 

jF = a7 — ^*. 
Alsdann hat man sofort: 

Alle weiteren Derivationen müssen offenbar verschwinden und 
ist die Entwitklung der angewachsenen Function nach dem Tay- 
lor'schen Lehrsatze: 

t.^K ^k « x^-y^-h(2xh-2yk)Mh^-k^), 

der, indem man a = - — setzt: 

^ h 

^^+Ä, y+h = x^T'f--\'2, x — g.y).h + (l—g^).h'^. 

Für a? = und y = verschwinden die beiden ersten Deri- 
vationen; lässt man alsdann x wachsen (positiv oder negativ), wäh- 
rend y den Werth beibehäli, so ist ebenfalls g=0 und somit 
das Glied zweiter Dimension p sitiv und hai somit die Function 
t wenn x und y verschwinden in Bezug auf x ein Minimum; 
lässt man jedoch y wachsen während jr=0 bleibt, so wird das 
zweite Glied der Entwicklung negativ und tritt somit für die Fanc- 
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tioll ein Maximum ein. Füt alle Werihe ^ < 1 wird ÜvL MMtiitLiti 
und für j^ > 1 ein Maximum in dem Wachstbüine der FunctiÖh F 
eintreten. Das zweite Glied, welches nur die Quadrate der Wacfas"- 
thüner der beiden Fortschreitungsbuchstaben entbält^ zeigt, dtaBi^ 
die Function tör positive h und k ebenso wäcbst wie für negativa 
6der mit andern Worten, dass die Increm<6nte der Fun^tkrn iär 
po^tive und negative Incrementef des Forlschreitungsbuohslabena 
symmetrisch sind. 

Ist nun g =^dzl (die Wurzeln der Gleichung g^ — 1«0) , so 
verschwindet ausser deiti ersten Gliede in der Entwicklung auiA 
noch das zweite und tritt für wachsende x und if kein Waeb^lhüra 
der Funktion ein und behält die Function konstant den WertU 0. 

Nach den obigen ßetrachtungen kann es nicht schwer fiile& 
die Derivätionen zusammengesetzter Functionen für zwei Variable 
analog den im vorigen Kapitel gegebenen Gesetzen abzuleiten und er- 
geben sich ebenso aul einfache Wei^ die Gesetze d>er Bildung der 
fierivationen von Functionen von mehr als zwei unabhängig 
Veränderlichen. 



Wieraselintesi» Kapitel« 

Specielle Functionen, 

Homogene Functionen. Eine interessante Beziehung zwi- 
schen einer Function und ihren Derivationen gibt der Euler ^ciie 
Lehrsatz übet die homogenen Functionen. Man nennt eine 
Function, deren einzelne Gliedei* alle von derselben Dimension sind 

eine homogene Fütiction; sie hat also die Form Sa o? y^, wo 
9it + n = p in jedem Gliede ist, und also p den -Grad der Function 
bildet. So ist z.B. x^ -\- 10 xy+y'^ eine solche zweiten Grades, 
Ax^-\-Bx^y-\-Cxy^-{-Dy^ eine solche dritten Grades u.s.f. 

Sofort ersieht man, dass nur die Summen und Differenzen 
homogener Functionen von gleichem Grade wiederum homogene 
Functionen geben, während Pioducte und Potenzen homogener 
Functionen stets homogen sein müssen. 

Setzt man in die Form 

Sa ^y^ 

Droake, Einleitung in die böüere Algebra. 11 



— 162 — 

statt der Yariabeln x und y dio beiden neuen gx und gy , wo g 
in beiden Fällen denselben Werlh hat, s<» erhält man: 
(1) 8n(gx)'"{gyf SagPx'"y''===gPSax'^y^ 

Statt al^o in einer homogenen Function Jede Variable mit einer 
Constanten zu multipliciren, kann man die ganze Function mit der- 
jenigen Potenz der Constanten multipliciren, deren Exponent gleich 
dem Grade der Function ist. Setzt man nun statt o? die Zahl a;+^^ 
und statt y die y-i-ty, so ist nach dem obigen: 

F^x-i-tXy y-{-ty):==(l-{-t)P.F{xyy\ 
IVun entwickelt man (1 + 0^ nach dem binomischen Lehrsatz und 
erhält also: 

(2) (H-0»F=-|l-f-w, ^+n2«2-f-....n^«-t4-^«|F. 
Nach dem Taylor^schen Lehrsatze aber ist auch: 

(3) F(a?4-fa?, y + ty) = F(x,y)'h\d^xF.xt-hd*yF.ty\j^^ 

-h\Ss^F.t^x^'h2d^>^FJx.ty+d\F\A 
4- 

+ 

Da die beiden Entwicklungen (2) und (3) für jedes t einan- 
der gleich sein müssen, so hat man also zufolge (XL 18): 

(4) (F^,v) - (d^.F.x^diyF.y).^ 
F{x,y)^(d»xF.x'-h3.dl'l F.x^y+SÖ^^f .«y» 



oder allgemein: 
(5) Fix,y) = (d/F.xr+rtB'^^j^ F.xz-i.y+...). l 
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Beispiel. Es sei gegeben: 

Also ist: 

Somit: 

5^/^.a;-f-ö%^.^— 6a;2-f-6a?2y-|-3a?2y-hl5y3 
und 

Aehnlich würde man aus den Gliedern zweiter Dimension 
durch die gehörigen Operationen wieder die ursprungli( he Function 
erhaltep. 

Symmetische Functionen. Hat man ein Product von n 
Factoren von der Form : 
(6) {x~at) (x- aj) (a?— «,) . . . (x — aj 

und führt die Multiplication aus, so erhält man, wie bereils Irüher 

in dem Binomischen Lehrsatze entwickelt wurde: 

X**— (a, +(i2+(i3-f-... + an)a?«— l+(a,a.2 4-ai 03+... «i «»+ «ja« 

Bei dem letzten Summanden gilt das obere Zeichen, wenn n grade 
und das untere Zeichen, wenn n ungrade ist Die Coefficienten der 
verschiedenen Potenzen von x sind symmetrische Functionen der 
Grössen «i, öj, ö;^ u. s. f. (auch Augen genannt). Ebenso bezeich- 
net man die Formen: 

a« + ft« + c"+..., aH-{'ah'hah^-i-bh-\'ac'^-{-bc'^ 
als symmetrische und man kann daher als solche diejenigen he- 
zeichnen, in denen man jede Zahl mit jeder anderen vertauschen 
kann, ohne den Werth der Function zu ändern. Im Gegensatz 
hiervon nennt man alternirende Functionen diejenigen, die bei der 
Vertauschung zweier Augen denselben absoluten Werth, dabei aber 
umgekehrtes Zeichen erhalten ; solche sind z. B. , wie wir bereits 
gesehen haben, die Determinanten. 

Wie man sogleich aus der Definition der symmetrischen 
Functionen ersieht^ müssen durch algebraische Addition, Multipli- 
cation solcher mit denselben Augen und durch Potenzirung dersel- 
ben wiederum symmetrische Functionen gebildet werden. 

Die oben angegebene Form (7) können wir auch so schreiben: 
* (7) a;«-l-ix«-'-|-Äx«--* + ...+ ia?^ + ^a? + ^, 

wobei z u setzen ist : 

11* 
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(9) i- — (fl,-l-fli+a,4-...-f-an)= — Sa„ 

• •• ••• ••• 

• ••. ••• ••• U« !>• ■• 

Die FormeJ ( 8 ) ist die allgemeine för eine ganze Function 
fiten Gradea UDd Jiese wird si<^, wenn man im Stande wäre^ die 

n Augeu a|, a«, aj . . . aus den CoefOcienten A, B, C der 

Function zu bestimmen, auflösen lassen in d»s Product (6) von n 
Factoren, 

Indiem man (6) und (8) nach x derivirt und aL^dann die 
(ersten DerivaUonen einander gleichsetzt, so erhali man , wean man 
noch die Function mit F bezeichnet: 

(10) ö,f=ii.aj"-*4-(w— l)i.a^-*-H«— 2)Ä.jr»"»4-...+2£x+itf 
= (X— a,)(a7- aj) . . . (x—an ) + (a?— «, ) {x-^ ... (x— «n) 

+(a?— «i)(a?— öjXaj— n04)...(a?— a„) + 

Ferner i9t nun: 

X — üi X { X X^ X* I 

« — (1 ^ + -^ — -^ + . . . 4- m mf. J 

X — ßi X { X x^ X* I 



Durch Addition erhält man also: 

(11) _l_+_L_^.A_+...+ _±__L 

X — «t 0? — as a? — flj X — a» a? 

f X X^ X* ^T 

Der Ausdruck links lässt sich aber durch Addition der Quotienten 
leicht umformen in den folgenden: 

dsF- 
F 
Schreibt man nun rechts die symmetrischen Functionen ähnlich wie 
in (9) als Summen, so haben wir die neue Relation, aus der sich 
die Derivation vo^ F mittels F selbst und der symmetrischen Ver- 
1>indungen von den Zahlen aj , a^, a^ . . . ableiten lässt : 

Multiplicirt man aut beiden Seiten mit der Function F, un4 |>e- 
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denkt, dass die Coeiiu^entea gleicher Potenzee von m eiiüHider 
gleich sein in«sgf)Q, sp hat man unt^ Zagninoelegung der Glei- 
chung (10): 

((»— 1) i« Sa + n4 
(13) U« — 2) Ä- Sa?+4 .S£H-ttÄ 

Uh-3) (7- Sfl^+i-Sa^+Z^Sn + ii^ 



oder: 

Sä*+4.Sa+2Ä«0 
Sa»-»-i.Sa*+Äga + 3(;«0 



Daher ist denn: 

%a^- A 

(14) (g^8 i«4-3^Ä— 3(7 

a. s. f. 

Die Richtigkeit dieser Formel ersiebt man auch dire;ct aus 
der 'Bedeutung der Coefficienten i, B, C ,. , (9). Aus den letzte- 
ren kann man also stets die symmetrischen Verbindungen der 
Grössen a^, a^, a« . . . herstellen, die in (6) eingesetzt die gege- 
bene Function F in ein Product von n Facto^en auflöst. 

Eine Änwenduna finden die 'symmetrischen Functionen bei 
der Lösung der folgenden n speciellen Gleichungen: 

(15) ) a^x -\-h^y -{-cH 4- ... 4- /f *t*+ Pv = ^(3) 



Führt mian bei Riesen folgende Bezeichnungen der symmetri- 
schen Functionen ein: 

i(»-») — — (6 + c + d + ... + /r+i[) 
A^n-9) « 4- (6c+6rf+ . . .+6Är+ W+cd+ . . . 4- W) 
(^16) ^il(»-4) = — I6c<i4-6c«4-... 6rf4-6rf«4-...4-6d/4-crf«4-...) 

• •• ••• •«• 
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so ist offenbar nach den obigen Entwicklungen: 

(17) (a-b) (a—c) (a—d) . . . {a-k) (a— 0- 

Aus dieser Gleichung folgt nun weiterbin. noch, wenn man a 
durch einen der anderen Buchstaben ersetzt: 

u. s. f. 
Multiplicirt man nun die erste Gleichung des Complexes (15) mit 
A(o) , die zweite mit A^^) u s. t. , die vorletzte mit ^(n— 2) und die 
letzte mit 1 und addirt hieraut alle Gleichungen, so erhält man 
unter Berücksichtig von (18), tur die Bestimmung der Unbekann- 
ten X die Gleichung: 

Demgemäss ist also: 

g^f,- ^ ) — (6+c-f-</+...-hfr4-^ ^'c»- 2) + (hc-^-hd-h . . .) g^n- ) 
(20) X -^.^±f^cg,..U.g{'] 

la — b) (a — c) .... (a — k) {a — /) 

Für die anderen Unbekannten ergibt sich daher auf ähnliche 
Weise : 

g(n-i) — (a+c4-r/4-...-f fr+0 g^n- 2) + {or-\-ad-{-...-{'al-{- cd 

/Ol \ ^ ^ +...)^(w-3) — ...dzacd...kl.g(o) 

^ ^ ^ ' (ba) (bc) {bd) . . . . ibk) (bl) 

g(n-i) — (a-{'b'hd'h...-hk-i'l)g(n-2y^(ah~had-h...-hal'{'bd 

_ +... ^.7(n-3) — ..^dzabd...kf,g{Q ) 

(c—a) (c — b) ic—d) . . . (c — k) (c—l) 

u. s. f. 
Wäre im Speciellen noch g(^\^l, gii) = g, g(2)=='9^ u. s. f., 
g(n) ~ g^ gewesen, so würden sich leicht die Gleichungen für die n 
Unbekannten habrn umtormei) lassen in: 

/ _ (g^M (g—c) (g—d) . . . (g-k) (g-l) 

) ^ *" (a—b) [a—c) (a— rf' . . . (a—k) {a~-l) 

(22) \ ^g^ ^) (y_,) (^ _^) . . . (.g-Ä: ) ((/^O 

( y = (ft_«) (ft_c| (ft_^) . . . (6_^) (ft_/) 

u. s. f. - 
Wenn in der ersten Gleichung des Complexes (15) statt der 
Coefficienten 1 bereits die Coefficienten a , A , r . . . aufgetreten 
wären^ und demgemäss in der zweiten Gleichung die Coefficienten 
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a*, 6*, c* . . . u. s. f., so wurde die obige Auflösungsart ai gewen- 
det werden können, wenn man statt ax die Zahl x\ statt by die 
Zahl y' U.S.W, eintührte; hierdurch würde sich der Complex auf 
die unter (15) betrachtete Form zurückgezogen haben, also wür- 
den die Gleichungen (20) und (21) uns die Werthe von x\ ^'u.s.f. 
und somit auch die von x, y^ z , , . ergeben. 

Determinanten. Bereits in einem früheren Abschnitte 
wurde die Methode gezeigt, n .Gleichungen ersten Grades von u 
Unbekannleii mittels der Determinante zu lösen. Es sollen nun 
hier noch ei ige allgemeine Betrachtungen über dieselbe auf Grund der 
gewonnenen Resultate über die Functionen angeschlossen werden. 

Da wir nicht mehr die Lösung der Gleichungen suchen, so 
sollen diese auch nicht mehr den Ausgangspunkt unserer Deductio- 
nen bilden. Es kann offenbar die Determinante als eine Function 
aller darin auftretenden Zahlen aufgefasst werden. Diese letzteren 
wollen wir die Augen nennen; zur Abkürzung seien dieselben alle 
urch a bezeichnet , und durch Marken oben sei die Hurizontal- 
reihe, in der sich das Auge befindet, durch Marken unten an a sei 
die Ordnung der Yerlicalreihe bestimmt, so dass also die gegebe- 
nen Augen der Function sind: 

a\ al al al . , . a^ 



(23) 



al al al a* . . . < 
al aj aj aj . . . a* 



i 



a" a^ a* a* . . . a^ 

t 9 A A n 



Bildet man zunächst einen Complex, z. ß. 



a\ a* aj a* . . . a« 



in welchem also von jeder Vertical- und von jeder Horizontalreihe 
ein Auge auftritt, und bildet nun alle Permutationen der oberen 
und der unteren Marken und bestimmt alsdann das Vorzeichen 
eines jeden Complexes dadurch^ dass man die Augen nach den 
unteren Marken ordnet und alsdann bei einer ungraden Anzahl der 
inversen Folgen der oberen Marken das Zeichen „ — *', bei ei- 
ner graden Anzahl derselben das Zeichen „+'' se^zt, so ist die 
Determinante der obigen Zahlen (23) gleich der algebraischen Sum- 
me aller so erhaltenen Permutationen. Transformiren wir nun die 
Determinante derart, dass wir die gemeinschaftlichen Factoren a^, 



al, a*i . . , tBd^ pMitiy absondert, ttiid fe«2eicbhea tflsdano duniba^^ 
tt^ , orf . . . aj di(^ (^o^flScieDten JBner abgesondiertöii Facioreti , ^ 
htit man sofort, wie bei^fts au^fa frubei* eiit\^iGkdC wttrde 

(24) tf ^ al , ccl^ äl . ül -h dl . al-h . . . -h rf; . a» 

Aüt eiHsprechehdii Welse bahn man die Determinahte noch in fol- 
gende Formen uniwairdelh : 

D **= dl . al-^ al i txl-h til . al -jr . . . a? . «2 

(25) ^ ^1 ^1 ^ ^j ^ ^8 _^|,8 . o| + . . . »5 . aj u. s. f. 

Sofort ersieht man^ dass di^e Unterdeterminunien et skb durcA 
folgende GleiGhungetl ms der DölcfrminBiite D besummen lassen: 

1.1 « 

tfder allgemein: 

(26) ^ aj 

Aus dein FrQhereß whsen wil- fefner, dass stets Attih ^ 
allgemeine Gleichung stattfiltidet: 

(27) •flii-.„i + «2.ö»^.rf».„. + ...^.«*^.öj^0 

sobald nur /n^v ist. 

Ferner ist leicht nachzuweisen , dass die Coefficienten a sich 
als Determinanten von CompJexen mit (n— 1)^ Augen darstellen 

(Determinanten von der (n— 1) örddung). Es sei />^ die Deter- 
minante des Complexes 

a\ aj ttl oj . . . a;,_, a*^+, . . . ai 

al aj flj a* . . . a;i_, aj^^, . . . oj 



(28) ( <-' <- <-' -?-' . • «pi «;+;••<-' 

<+• <+* a!:+' «5-+« . . „" + » «»'+i ..4»'+' 



• • 



in />n 



Alsdann ist 



« a; a; aj . . . a» a« . 



. . . (i* 

n 



Der ßeweis dieser Formel ergibt sich unmittelbar aus der Betraob- 
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tung der Anzahl der inversen Folgen, welche das Vorzeichen von 
D^ bestimmt, während nach dem Früheren a^ in der Formel 

für D stets als positivjß Zahl auftritt. 

Ebenso wie nun D zerlegt wyrde (24 und 25) in die Sum-- 
me von Producten, deren einer Factor et eine Unterdeterminante 

' war, so kann rnan auch wiederum D^ sich aus solchen gebildet 

denken, die also für diese letztere Unterdeterminanten sind und 
von denen man daher auch sagen - kann , sie seien Unterdelermi- 
nanten zweiter Ordnung für D im Gegensatz zu den or, die man 
also Unterdelerminanlen erster Ordnung nennen kann. Für die 
ersteren gelten alsdann auch wiederum die obigen Gesetze. Ist 
(a^\^ der Coefticient von a^.a^^ so hat man sofort: 

wobei {Du)g ^'^ Determinante aller jener Augen des Complexes 
(23) bildet, die weder die oberen Marken v oder q noch die un- 
teren Marken ^ oder a haben. Fährt man in diesen Betrachtun- 
gen iort^ so übersieht man bald, dass folgender von Jacob! gege- 
bener Lehrsatz richtig ist: « 

Man bilde von den ft ersten Gliedern aller Horizontalreihen 
des Complexes (23): 



f 



(31) 



«1 


< 


<• 


• • «;. 




< 

• 








• 







alle möglichen Determinanten durch Verbindung von je ^ Reihen.^ 
sie seien Af (1, 2, 3, 4 . . . /,t) , wo die Zahlen in der Klammer 
die oberen Marken der Horizontalkolumnen angeben, die zur Ab- 
leitung der Determinante gedient. Es gibt offenbar n^ solcher 

Untei'determinanten von der (n — ^)'«« Ordnung. Einige dersel- 
ben sind: 

M(l, 2,3,4..Ai-l,iu), i»/(l,2,3,4..Ai- 1, A^+1),M(1,2,3,4..^-1,^4.2) 

u. s. i. 
Auf diese Weise bilde man von den v auf die ersten /ii fol- 
genden Gliedern (vom fi+1 bis zum f^-hv) aller Horizontalreihen : 
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a^H-l ^fi+2 • • • ^fi+v 



\i 



<fi+\ V+2 * • ' A'+^ 



«JIt+1 %+2 • • • *1L+v 



alle möglichen Determinanten: 
JV^(l,2,3..v-l,i'),J>r(l,2,3..i'— l,y+l),JV(l,2,3..y-l,v+2) 

u. s. t. 
Die ßezeichnung hierbei ist analog der obigen. 

Fahren wir nun in derselben Weise fort und bilden von l 
Iplgenden Gliedern aller Horizontalreihen die entsprechenden Deter- 
minanten A u. s. f. , bis alle n Glieder erschöpft sind (also ii-k-v 
^;t4_.. .= n), so ist die Determinante des ganzen Systems 

D ^ 2± M . N . A ..., 
wo die Summation ausgedehnt ist über alle jene möglichen Pro- 
ducte der Unter-Determinanten , bei denen k&ne Marke der ^oe» 
auftritt in den Marken der anderen. Das Vorzeichen eines jeden 
Productes ist durch die Vorziehen der einzelnen Determinanten 
iW, N u. s. t bestimmt, welche letztere nach (30) so zu wählen 
sind, dass die Unterderminante den eptsprechenden Werth a er- 
langen. 

Eine weitere Ausführung der Determinantentheorie, die eine 
Reihe interessanter Sätze über homogene Functionen, so wie der 
der Flächen- und Körperberechnungen ergeben, würde zu weit 
tühren und verweisen wir hierfür auf die „Theorie und Anwen- 
dung der Determinanten von Dr. R. Daltzer.*' 

Es werde hier nur noch Nachstellendes beigefügt. Ebenso, 
wie man die Determinante als Function der beiden Marken (der 
oberen und unteren) ansehen kann, könnte man auch statt »weier 
drä oder mehr Marken annehmen und würde alsdann Funeiienen 
derselben auf ganz ähnliche Weise wie die Determinanten erhalten 
und zwar würde sich z. B. diejenige ^on drei Marken als die alge- 
braische Summe solcher mit zwei Marken (der DeiteirooiinifiDteii) 
darstellen lassen u. s. f. 
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FQDfter Abschnitt. 



Fanctionen mit complexen Fortschreitangsbactasfaben. 

Fiinfasehnteg^ Kapitel« 

Geometrische Darstellung und allgemeine Eigenschaften der 

complexen Zahlen. 

Oeometrische Darstellung. Im vorigen Abschnitte wur- 
den die algebraischen Functionen iind deren Eigenschaften betrach- 
tet unter der Annahme, dass die Fortscbreitungsbuchstaben reelle 
Grössen seien 3 es sollen jetzt zunächst die allgemeinen Eigenschaf- 
ten der complexen Grössen ausführlicher besprochen werden, um 
alsdann die Functionen von complexen Zahlen zu behandeln. 
Nach dem Vorgänge von Gauss stellt man sich geometrisch eine 
complexe Zahl durch einen Punkt dar, dessen (rectanguläre Punkt-) 
Coordinaten die beiden reellen Zahlen sind, welche in dem Com- 
plexe auftreten. So stellt in Fig. 5 der Punkt P die Zahl x + yi 

dar, wenn das von P auf 
die X-Axe gelallte Perpen- 
dikel PQ == y und der von 
dem Perpendikel gebildete 
Abschnitt OQ = x ist. Bei 
dieser Darstellungsweise er- 
sieht man sofort — wenn 
man die Abschnitte und die 
Perpendikel in derselben 
Weise positiv und negativ, 
rechnet, wie dies im ersten 
Kapitel gezeigt wurde — , 
daSs jede beliebige complexe Zahl einen und zwar nur einen Punkt 
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besümml, während umgekehrt auch jeder Punkt in der Ebene einer 
einzigen bestimmten complexen Zahl entspricht. Wird z. B. im 
Speciellen die Complexe reell, indem y = wird, so liegt der Punkt 
auf der X Axe, während er auf das FAxe liegt, wenn in der com- 
plexen Grösse der reelle Theil (») verschwindet. 

Denkt man sich (Fig. 5) den Punkt P, welcher der Zahl 
X + yi entspricht , mit ( dem Coordinaten-Antangspunkle) ver- 
bunden, so ist offenbar die Lage des Punktes P ebenfalls auf eine 
einzige Art lest bestimmt durch die (absolute) Grösse von OP (Ra- 
dius vector von P) und den Winkel, den OP mit der positiven 
X Axe bUdet , wobei der Wink« stets von der positiven Seite der 
XAxe zunächst in der Richtung nach der positiven FAxe u.8.f. 
zu rechnen ist. Bezeichnet mao ÖP mit r und den in vorstehend 
angegebener Weise gerechneten Winkel mit y , so hat man sofort 
nachstehende Bezieh ungen zwischen den verschiedenen Grössen 
j r as Jx^+y^, X = r.cosy, j/= rsincp 

und somit 

2 x + yi=^rcos<p+riin<p.t. 

Man kann daher unbeschadet der Allgemeinheit steU die leUtere 
Form für eine complexe Zahl nehmen, in welcher also die Polar- 
Coordinaten (r und if) an Stelle der Punkt-Coordinaten getreten 

*'• Die Grösse r wird der Modul der complexen Zahl x+yi ge- 
nannt und kann man sich auch durch r cos (jp + f r sin <p eine 
Strecke r dargestellt denken, deren Lage durch y bestimmt wird; 
in letzterem Falle bezeichnet man cos if + i. sin y auch als den 
Richtungs-Coefficienten der Strecke r. 

Eechnung mit complexen Zahlen. Wie bereits früher 
(Kap 2 p 12) gezeigt wurde, entstehen durch die algebraische Ver- 
bindung zweier complexer Zahlen stets wieder complexe Zahlen, 
unter ^Zugrundelegung der vorhergehenden Umwandlungen sollen 
diese Operationen zum Theil genauer betrachtet resp. in ihrer geo- 
metrischen Bestimmung gedeutet werden. Die beiden complexen 

Zahlen seien : 

Q. Zi =U cos (pi +ri sin 9>, . t 

Zi=riCOsg>t+riSinfi. i , 
so erhält man durch Äddiüon dieser beiden Grössen die complexe 

Zahl ^ ., . . • ,„ \ 

4. Zi+Zi = (r, cos <pi + rj cos y ,) +i ('i sm y, + r,siw y,). 
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Verwandelt man letztern Ausdruck wiederum in die frühere Form 2> 

so ist der Modul der Summe* 

5. r* Ä ^r, - 4- 2r,2 4- r, r^ cos (qpj — (f^) 

und ist also 

d. h. der Modul der Summe zweier complexer Zahlen ist kleiner 
als die Summe der Moduln der beiden Summanden, ausser wentr 
fpi^^(pi und sodann r' = r|4-r2 ist. 

Das Argument q)* würde sich aus den beiden Gleichungen 

Vi cos(fi +T^ cosq>2 



5 a. 



cosqp' = 



Vi sin ff i +r2 sm y.> 



ergeben. 

Aus der Gleichung 5 ersieht man lerner sofort, dass r' die 
Diagonale d^ Parallelogrammes ist, dessen beide Seiten rj und r^ 
und dessen einer Winkel der Neigungswinkel von r, und ra yi — (f^ 
ist; durch letzteren geht hierbei die Diagonale r^ Geometrisch 
gedeutet würde dies lauten, wenn man bei der Vorstellung von 
Punkten stehen bleibt: Addirt man zwei complexe Zahlen, wel- 
che zwei Punkte (P und (?, Fig. 6) 



Fig. 6. 



in einer Ebene darstellen, 
so wird durch die Summe 
derselben der vierte Punkt 
(A) eines Parallelogrammes 
bestimmt, von welchem eine 
Ecke im Anfangspunkte (0) 
und die beiden andern in 
den durch die Summanden 
dargestellten Punkten (Pu* 
0). liegen: Legt man je- 
doch die Anschauung zu 
Grunde, dass durch die 
complexe Zahl Strecken {r^ 
und rj) dargestellt werden, 
so gelangt man zu der von Möbius zuerst angewendeten Addition 
von Linien und stellt die Summe zweier (durch den Anfangspunkt 
O gebender) Linien die durch den Schnittpunkt derselben gehende 
Diagonale des Parallelogrammes dar, dessen Seiten die gegebenen 
Strecken sind. 

13* 
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Durch die vorgehende Discussion ist es sehr leicht, die ent- 
sprechende Anwendung auf die Subtraction zweier complexer Zah- 
len zu finden; denn ergeben ri und r^ addirt zur' Summe r', so 
ergibt die Differenz r' — r, die Grösse r^ u. s. f. 

Bei der MuUiplication der beiden complexen Zahlen 3 erhält 
man: 

6. Z, J^2 = n y-2 I cos (^1 4-^2) 4- isin (y, -^r<p'>)\ 

Es ist somit der Modul des Productes gleich dem Producte der 
Moduln der einzelnen Factoren. Der neue Punkt, welcher durch 
das Product der beiden complexen Zahlen bestimmt wird, liegt also 
von um das Product der Moduln derselben enlfernr, und ist der 
Winkel, der den Richtungscoeflicienten be.-^tlmmt, gleich der Summe 
der Winkel der beiden Factoren Um den Punkt geometrisch 
construiren zu können, bedarf es daher zunächst der Annahme 
einer Einheit; es ist nämlich offenbar bei der Multiplicalion das 
Resultat abhängig von der Wahl der Einheit, während dasselbe bei 
der Addition und Subtraction von dieser gänzlich una^bhängig ist 



Fig. 7. 




Es seien (Fig. 7) Pj und Pj 
die beiden durch die com- 
plexen Zahlen Z^ und Z^ 
bestinunten Punkte, so ziehe 
man durch O eine Grade 
(OÄ), welche mit der an- 
genommenen Fundamentale 
den Winkfl Ti + 7^2 bildet; 
schneidet man alsdann au^ 
dieser Graden ein Stück OA 
= r, (OPi) ab und trägt auf 
Tj von aus die ange- 
nommene Einheit L ab, verbindet A und 1 und zieht durch 
P,^ eine Parallele zu A 1, so schneidet diese die Grade OA in einem 
Punkte fi, welcher dem Producte Zx Z^ entspricht. 

Dasselbe Resultat wurde man erhalten haben, wenn man auf 
der Fundamentale von aus die Längen- Einheit abgetragen und 
durch Verbindung des Endpunktes mit P^ ein Dreieck bestimmt 
hätte, zu welchem man ein gleichsiimmig ähnliches Dreieck ge- 
zeichnet, dessen eine der Einheit im ersten Dreieck entsprechende 
Seite durch r, gebildet worden wäre; die der Seite r^ des ersten 
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Dreiecks im zweiten entsprechende Seite wäre alsdann diejenige, 
welche die Lage des gesuchten Punktes bestimmte. 

Die Division ist eine einlache Umkehr der Multiplication und 
hat man daher einfach 

Die geometrische Construrtion des durch den Quotienten zweier 
complexer Zahlen dargestellten Punktes ergibt sich leicht aus den 
vorhergehenden Betrachtungen der Multiplication. Ward bei dieser 
die Länge des Radius vector dadurch gefunden, dnss mau r^ nach 
dem Verhältnisse von 1 : i\^ vergrösserte, während die Richtung 
des Radius vector durch den Winkel 9^1 + ^2 bestimmt wurde, so 
wird bei der Division die Richtung durch die Differenz 9)1 -- ^2 
und die Grösse des Radius vedor dadurch gegeben, dass man den- 
jenigen Tx des einen Punktes im Verhältnisse der Einheit zum an- 
dern 1 : T^ verkleinert. 

Tritt bei der Multiplication oder Division der besondere Fall 
ein, dass der, eine Factor oder der Divisor eine reelle Zahl ist, so 
wird das Argument nicht geändert, während nur der Radius vector 
grösser, resp. kleiner wird. 

Aus dem Gesetze der Division folgt auch unmittelbar die 
Bedeutung einer reciproken . complexQU Zahl, deren Richtigkeit man 
aber auch direct ersieht. Es ist nämlich: 

1 

= - (cos y — t sin (p). 

Die wiederholte Multiplication einer complexen Zahl fuhrt isu 
der Regel des Potenzirens : * 

9. (rcoscp-hr. i sin y)« « rn . (cosnip-\-i,sinn^) 
und 

n 1 

10. ^r cos (f-^r.i sing) ==-- .(cos— -4-tsm— \ 

Diese Formeln (bekannt unter dem Namen Moivre'sche 
Formeln) sind für positive, negative, ganze und gebrochene Werthe 
gültig. Sie dürfen jedoch für gebrochene Exponenten nur unter 
Vorsicht — ihrer Vieldeutigkeit wegen — angewendet werden. Es 
ist nämlich: 

11. cosgf-h isin<f = cos((p-\-2m7t)-\-i sin{(f-{-2mn), 
wenn m eine ganze Zahl darstellt. Je nachdem man nun für m die 
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Werlhe 0, 1, 2, 3 ... . bis n — l einsetzt, erhält man durch die 
Formel 10 n verschiedene Werthe, lälls n selbst ganz ist. Bei ge- 
brochenen Werlhen des Exponenten, in welchem Falle Dividend 
und Divisor zu einander relative Primzahlen sein müssen, ist die 
Anzahl der verschiedenen Werthe, die man auf obige Weise erhält, 
gleich dem Divisor. 

Die weitere Ausführung dieser Formeln wird in den folgen- 
den Kapiteln erfolgen, und soll hier nur noch die einfachste An- 
wendung der zuletzt gewonnenen Resultate auf die einfachen 
Oleichnngen dritten und vierten Grades gemacht werden. Un- 
ter einer einfachen versteht man eine Gleichung von der Form 

12. a?n± 1 = 0. 
Denkt man sich n == 3 , so ist nach derselben : 

13. 0? = y qp 1 

und hat man somit nur die dritten Wurzeln aus der (positiven 
oder negativen) Einheit zu bestimmen. Nimmt man zunächst das 
obere (negative) Vorzeichen und wandelt den Radicanden in eine 
complexe Zahl um, so ist, da der Modul r==l und das zugehörige 
kleinste Argument if)===n ist: 

14. X = ^cos n-\ri sin n. 

Nun ist aber nicht blos^ 

cos 71 -{-i sin 71^= — 1 , 
sondern ganz allgemein: 

15. cos (2n -f- 1) TT -f- i.sin (2n -f- 1) tt == — 1 
und erhält man somit als die Wurzel der Gleichung 13 f 

.ß 2n-f-l , . . 2n-f-l 

Ib. X = cos — TT 4- I . SfW — ö — ^* 

Setzt man nun für n successive die Werthe 0, 1, 2, 3 u. s. f. ein, 
so ersieht man sogleich, dass nur die Zahlen 0, 1 und 2 drei un- 
tereinander verschiedene Werthe ergeben, während die weiteren 
Zahlen wieder dieselben Werthe wie jene liefern. Setzt man somit 
für n 0, 1, 2, so erhält man folgende drei (verschiedenen) Werthe 
für die Kubik- Wurzel aus der negativen Einheit: 

iCi = CO« -5- -f- 1 sin -ö" = i (1 + « V^ ) 
17. a?2*= cos 7t -{- i sin 7t == — 1 

a;, Ä CO« I TT + 1 «in | tt 3= |(1 — i^3 ) 
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Dabei sind j?, und 073 die beiden WurzeJn der quadratischen 
Gleichung: 

18. ?^ =a?2- a?-f-l«=0. 

X -hl 

Nimmt man jedoch in der Gleichung 13 das positive Yoi*zeichen, 

und verfährt in gleicher Weise, wie dies eben geschehen, so erhält 

man zunächst als Radius v« ctor und Argument die Werthe 

r==l y = 0-f-2n7r 

und sind daher die drei Cubik-Wurzeln aus der positiven Einheit 

cos + I . sm = + 1 

19. cö« -^ TT 4- 1 sm-ö- TT = 9"^ ■9' ^ ' yl^ 

4 ^ . , 4 1 1 . ._ 

wie dieselben auch früher (Kap. II. p. 15) direct abgeleitet wurden. 
Setzt man nun. um die biquadratischen Wurzeln der Einheit 
zu bestimmen 

20. X = ^TT 

und beachtet zuerst nur das obere Vorzeichen, so erhält man bei 
der Umwandlung des Radicanden in eine complexe Zahl 

21. X = yl^o^ 2nn-\-i sin2 n n. 

Da n die 4 Werthe 0, 1, 2, 3, annehmen kann, so ergeben 
sich somit als die 4 Wurzeln aus der positiven Einheit die Werthe : 

cos 4- t «m = -f- 1 

cos n 4- 1 sin n = — 1 

3 3 

cos-^7t-\- % sin "ö" ^ = — * • 

Für die vierten Wurzeln aus der negativen Einheit ergeben sich 
somit au& der Formel 

äS. X = yjcos (2 n -f- 1) TT 4- 1 . sm (2 n -H 1) TT 

durch successive Einsetzung der Werthe 0, 1, 2, 3 an die Stelle 

von n die folgenden Werthe : 

24. cos -j- n -hi sin -^ n ^ — ^r— ! J2 

4 4 2 

3 ... 3 — 1 "1" ' I /o 
cos -7- TT 4- t Äin --7- n = — t: — lyiZ 

4 4 2 ^ 
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ö 5 — 1 — i 
24. cos -T- n -\- i . sin -j- ^ = ö" — . ^^ 

cos -r- 71 -i- 1 . stn -j- n = — ^ — . ^^. 

Aul dieselbe Weise hätte man auch mit Leichtigkeit die verschie- 
denen Wurzeln aus der imaginären Einheit ableiten können. 



üechiSKehnteiS Kapitel. 

Functionen mit complexen Fortschreitiingsbuchstaben, 

Allgemeine Eigenschaften. Ist irgend eine Functioir 
einer complexen Zahl x-\-yi oder r {cos (p -h i sin (p) gegeben, es 
sei f{x-hyi\ so ist es nach dem im vorhergehenden Kapitel Ge- 
sagten klar , dass jedes Paar zusammengehöriger Werthe von x 
und y geometrisch einen Punkt darstellt. Lässt man x von x* 
ausgehend verschiedene stetig aufeinander folgende Werthe anneh- 
men, während y den constanten Werth y* beibehält, so nimmt 
fix-hyi) ebenfalls stetig aufeinander Folgende Werthe an und 
stellt die Function somit eine stetige Reihe von Punkten d. h. eine 
Linie dar und zwar ist dieselbe, wie leicht ersichtlich, eine Grade, 
die parallel mit der X Axe läuft. Auf gleiche Weise ersieht man, dass, 
wenn man von einem bestimmten Werthe y' ausgehend der Zahl 
// stetig aufeinander folgende WcTthe beilegt, während x den con- 
stanten Werth 0?' beibehält, durch die Function f{x-hyi) eine 
Grade dargestellt wird, die durch den Punkt f(x^ -hy'i) geht und 
parallel mit der Y Axe ist. Lässl man nun von x'y' ausgehend 
die beiden Yariabeln sich stetig ändern, so werden durch die ver- 
schiedenen Werthe von f{x-\-yi) auch stetig aufeinander folgende 
Punkte d.h. eine Curve dargestellt werden. Die Lage derselben 
ist offenbar hierbei abhängig von der Art und Weise, in welche^ 
die Aendrungen von x und y erfolgen, und wird nur dann eine 
feste Curve bestimmt werden durch die Function fix-hyi), falls 
X und y sich nicht unabhängig von einander ändern können, son- 
dern die Veränderlichkeit der einen Grösse abhängig von derjeni- 
gen der andern, d. h. wenn nur die eine Yariabele unabhängig ver- 
änderlich ist. 
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Ist dies letztere der Fall, ist also z. B. ^ = f^, so stellt sich 
jede Function der complexen Grösse dar durch die Form 

1. q>(x) -f- t . \f){x) . 

Wäre z.B.- vorausgesetzt, dass y^=^c.x, wo c eine Constante 
bedeutet, und wäre die Function der Complexen diese complexe 
Grösse x + yi «= o? + c a?t = a? (1 -|- ci) selbst, so würde durch die 
Complexe und durch deren Function, indem man dem x alle mög- 
lichen Werthe beilegte, eine grade Linie dargestellt werden, die 
durch den Anfangspunkt geht. Wollte man als Function das Qua- 
drat der complexen Grösse o? + 2/i nehmen, wobei wiederum y:=^cx 
sei, so würde also die neue Function die Form haben: 

2. (1 — c^) a?* 4- 1 . 2 ca?2. 

Während also die Complexe eine Grade bildet, ist die von ihrer 
Function dargestellte Linie ebenfalls eine Grade , die für 6=1 in 
die Y Axe übergeht. Setzt man voraus , dass a;^ -f- y^ = c* 
und dass die Function wiederum das Quadrat (1er complexen Grösse 
x-\'yi sei, so beschreiben beide, die Complexe und ihre Function^ 
Kreise, aber so, dass einem von ersterer dargestellten Halbkreise 
ein ganzer Kreis der Function entspricht. — Die obigen Betrach- 
tungen auf r und tp zurückzuführen, ist sehr einfach und überlas- 
sen wir dies ebenso wie die Aufstellung weiterer Beispiele dem 
Leser. 

Besteht zwischen x und y keine directe Beziehung, sondern 
sind beide selbst Functionen einer dritten Grösse, z. B. %^ so stellt 
sich die Function der Complexen x-\-yi offenbar als von % ab- 
hängig dar. 

Stehen jedoch x und y in gar keinem Zusammenhang, so 
entzieht sich natürlich der Ausdruck x-hyi selbst und jede seiner 
Functionen einer jeden rationellen Betrachtung. 

DerlTationen ron complexen Functionen. Da offen- 
bar t constant ist und somit bei dem Anwachsen der Variabeln 
eine 4enderung in dem Factor ; selbst nicht eintritt^ so gelten 
alle im vorigen Abschnitte über, die Bildung und Form der Deri- 
vationen gegebenen Gesetze auch für Functionen mit complexen 
Fortschreitungsbuchstaben. Ist z. B. als Function 

Z = (7 + t . F 

gegeben, wo U und V reelle Functionen reeller Grössen a;, yj s... 
seien, so ist 
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dyZ = dyü + i . dgV 

: : u.s.f. 

Zunächst ersieht man hieraus, dass die Derivationen complexer 
Functionen im Allgemeinen wiederum selbst complexe Functionen 
sein werden. £benso ist klar, dass die Entwicklung einer ange- 
wachsenen Function von complexen Zahlen nach dem Taylor'schen 
Lehrsatze möglich ist und sollen daher hier diese Entwicklungen 
und deren Anwendungen (Maxima und Minima u. s. L) nicht vor- 
genommen werden. 

Bedingungen, wann eine complexe Function die 
Function einer complexen GrSsse ist. Hat man eine 
Function F von der Form 

3. F ==(p ^ i.xp, 

wo (p und 1// Functionen der beiden Grössen x und y sind, so 
braucht — dies ist an sich klar — F nicht grade eine Function 
der complexen Zahl x-\-yi zusein. Wir können uns nun nach den 
Bedingungen fragen, unter welchen F als durch jene complexe Zahl 
gebildet betrachtet w erden kann. Fuhren wir die Bezeichnung ein 

4. Ä = a? -4- yi, 
alsdann ist die erste Derivation der Zahl % 

5. dx% + iSyZ 
und offenbar 

6. dxz = 1, dyZ = !. 

Nun ist aber die erste Derivation von F gleich der Summe der 
ersten Derivationen nach x und (y), und da F nicht direct von 
diesen beiden Zahlen selbst abhängig ist, so hat man als erste 
Derivation von F 

7. dzF.dxz-hdzF.dyz^dsF-i-i .dzF, 

Denkt man sich nun in F statt z die complexe Zahl x 4- yi selbst 
eingesetzt, so ist also F eine Function der beiden Grössen x und 
y und daher ist ihre erste Derivation: 

8. dxF-{-dyF 

und da diese beiden Ausdrücke (7) und (8) offenbar identisch 
sein müssen, so hat man als Bedingung dafür, dass die Function 
F, die selbst ein complexer Ausdruck ist, auch eine Function der 
complexen Grösse z ^=: x-^yi sei, die beiden Gleichungen: 

9. dxF^dzFy dyF:r^i.dzF. 
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Statt dieser zwei Gleichungen kann man als die einzige Bedin- 
gung setzen: 

10. dyF^i.d.vF. 

Umgekehrt kann man aber auch leicht erkennen, dass stets eine 
Function F der Grössen x und y ebenfalls als eine von deren 
Complexen z gebildet aufgefasst werden kann, sobald die eben ab- 
geleitete Gleichung (10) statthat. 

Aus dem Vorhergehenden kann man schliessen^ dass, da 
d%z =0, öj« = 0, ferner SlF = d%F und dlF « i\ d%F 
ist, für jede Function F einer complexen Grösse für die zweiten 
Derivationen die Gleichung gilt: 

11. ö%F+dlF^O 

und dass umgekehrt dieser Gleichung stets eine Function einer 
complexen Zahl genügt. 

Nehmen wir zum Beispiel die complexe Zahl 

c 4- yi, 
so stellt dieselbe, wenn man y alle möglichen Werlhe gibt, eine 
grade Linie dar, die senkrecht auf der Fundamentalen steht und 
schneidet dieselbe in der Entfernung c von dem Anfangspunkte. 
Bilden wir als Function hiervon den Cubus, also 

12. F = c^ — 3cy^ + 3 c^yi—yH 
Diese stellt eine Curve dritten Grades dar, 
deren Verlauf Fig. 8. für c = 1 darstellt. 
Dieselbe liegt gegen die a?Axe symmetrisch; 
die durch c-i-yi dargestellte Grade ist AB, 

Wollen wir nun die obigen Gleichun- 
gen verificiren , so haben wir zunächst an 
der Stelle von c und x zu denken und als- 
dann zu deriviren, m den Derivationen 
aber für x wiederum c zu setzen. Daher 

kann man auch direct nach c statt nach x deriviren. Es ist 
also . 

öcf = 3c2 - 3y2 +6ycf, 
öyF = — 6 cy + 3 c^ t — 3 yK 
und hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der Formel i . 8xF x= 
&yF. Bildet man die zweiten Derivationen, so hat man: 

ö|F=6c4-6yt 55F=— 6c — 6yt; 
also verificirt sich auch die Formel (18): 3SF+öJF=0. 
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Aus den vorhergehenden Betrachtungen ersieht man nun, 
dass alle diejenigen Gesetze, die über die Functionen im Allgemei- 
nen im vorigen Abschnitte gegeben worden sind, und die nicht 
grade direet auf der Reeililät beruhen, ebenfalls auf die Fun- 
ctionen complexer Grössen angewendet werden dürfen. 

Der Form nach kann man unterscheiden, ebenso wie bei den 
Functionen reeller Grössen, symmetrische, homogene, alternirende 
Functionen u. s. f. 

Conjuglrte Wurzeln. Im Speciellen soll noch gezeigt 
werden, dass, wenn eine Gleichung 

13. f{z) = 
durch die compiexe Grösse 

14. « = a? + yi 

befriedigt wird, d. h- dieser Ausdruck x-^-yi eine Wurzel der 
Gleichung 13 ist, diese Gleichung auch durch den Ausdruck 

15. « =a? — yi, 

der sich von dem vorhergehenden nur durch das Vorzeichen von i 
unterscheidet, befriedigt werden muss. Setzt man in die Function 
f{z) für den Fortschreitungsbuchstaben z eine compiexe Zahl (14), 
so wird diese die Form annehmen 

16. /(a? + yt)=£/+F.i, 

wo U und V Functionen der beiden Grössen x und y sind. Die 
ursprüngliche Function, nach steigenden Potenzen von z entwik- 
kelt, sei gewesen: 

17. /(«) « iV-l- AfÄ+- ia^ +■ ^«3 4- + A%n-\ -I- zn. 

Setzt man in diese Function auf beiden Seiten statt der 

Grösse z die compiexe Zahl x + yi und entwickelt die Potenzen 
derselben nach dem binomischen Lehrsatze, so ist unter Anwen- 
dung der in 16. angenommenen Bezeichnungen : 

18. U ^ N^Mx-\-L {x'^—y'^) + K {x^ — ^xy^) -I- 

+ i4(a;«-l — (n— 1)20?«— 3y2^_(^_l)^.v^_5^4 ^ 

V^My'\-2Lxy^K (3 a?2y - y») + .;.. + i((n—l), . 

Xn -2y — (n — 1), 0?»— 4y«-|- . . . ) + (nj . 0? n^ly — ^^ 
Xn—'dyi^ ). 

Es treten also in U nur grade Potenzen von y, in V nur ungrade 
auf. Soll nun die Gleichung (13) durch den Wurzelwerthjr+yi be- 
friedigt werden, so muss dem Früheren gemäss gleiclizeitig 

19. i7 = 0und r=0 
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sein. Setzt man nun in der Entwicklung 17 für z die Grösse 
X — yiy so muss sich offenbar 
20. A^ — yO = t^i+t. F, 

entwickeln lassen. Da jedoch nach 18 in dem reellen Theile der 
Function f(z) nur grade Potenzen von y (also auch von yi) auf- 
treten, und da ferner 

21. (yi)^n = (- yi)2n = (_. l)n . y2n 

ist, so müssen inder Entwicklung 20 für (/genau dieselben Grossen wie 
in 18 auftreten und zwar mit demselben Vorzeichen, und ist somit: 
22. f/=ü| 

Vf enthält ebenso wie V (die Entwicklungen von f{x-{-yi) und 
fix — yi) unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen von *) nur 
ungrade Potenzen von y, und hat man daher sofort, da nach 

23. (yt)2n + 1 = _ (^ yi^2n + 1 

ist, die folgende Beziehung 

24. F, = - r. 

Geht somit die Function f {z) . durch die Substitution 14 in 
die Form 

16. f(x-i'yi)=z U-hiV 

über, so ist auch gleichzeitig 

25. f(^x—yO=:zU — iV, 

Ist nun a? + y« Wurzel der Gleichung 13, so verschwinden nach 
Obigem U und V und ist somit auch 

26. f(x--yi)==U—iV^O, 

d. h. sobald x H- yi eine Wurzel der Gleichung 13 , ist auch x—yi 
eine solche und nennt man 2 complexe Wurzeln, die sich nur durch 
ilas Vorzeichen von / unterscheiden, conjugirte. Ein einfaches Bei- 
spiel zu dem obigen durch die Formeln 16 und 25 ausgedrückten 
Satze liefert der p. 19 betrachtete Fall der Wurzeln einer Gleichung 
dritten Grades. Sind nämlich die in der cardanischen Formel auf- 
tretenden beiden Cubik- Wurzeln complexe Zahlen, so stellt sich 
die erste Wurzel der Gleichung durch die Form dar: 

^1 ^^a-hbi + ^a^bi. 
Ist nun («4- 6t) «(pH-^f)», so ist auch nachdem Obigen (a— 6t) 
=» (p — qi)^ und somit gleichzeitig 

yja-i-bi = p-hqiund^a — bi ssp^qi 
d. h. 

yi = P -f- 9« + P — «« = 2p. 
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Sechster Abschnitt. 

Allgemeine ESisenschaften der Reihen. 

üiebsehntest Kapitel. 

Potenz- Reihen. 

Begriff der Reihen. Im Allgemeinen versteht man unter 
einer unendlichen Reihe eine algebraische Summe von unendlich 
vielen Gliedern. Sie zerfallen in Potenzreihen und in numerische 
Reihen; jene haben die Form 

aQ-haiX-\'a2X^+aiX^-h>',-{-an.x^-[- ... in infinit., 
wobei X verschiedene Werthe annehmen kann, die Grössen ao, aj, 
02, a, U.S.W, aber constante Zahlen bedeuten. Gibt man dem 
Fortschreitungsbuchstaben x irgend einen Werth, so erhält man 
eine numerische Reibe, deren Form also ist: 

M| 4-^2+^3-1- +un+Wn + i 4-.... in intinilum , 

wobei jedoch wie bei den Constanten a der Potenzreihe unter un 
nicht der n*« Binctoiial-Coefficient von u verstanden ist, sondern 
dasselbe nur eine auf irgend eine Weise bestimmte Constante bedeutet. 

Bildungsgesetze. Es sollen zunächst Potenzreihen, also 
ganze Functionen von unendlich vielen Gliedern betrachtet werden, 
und die oben angeführte Form 

1. tto + ai a?+aja?2H-....+ana5'*4- ...in inf. 

sei hierbei zu Grund gelegt. £s können in ihr die Coefficien- 
ten Aq , ai , «2 u. s.w. ganz ohne Regel beliebige, weder von ein- 
ander abhängige noch auf irgend eine Weise einem Bildungsgesetz 
unterworfene Constanten bedeuten. Alsdann entziehen sich die 
Reihen einer jeden rationellen Betrachtung. Hier sollen nur solche 
Reihen betrachtet werden, deren Coefficienten bestimmte Bildungs- 
gesetze befolgen; und von diesen letzteren unterscheiden wir haupt- 
sächlich folgende zwei: 

1. Es kann der Coefficient in einem bestimmten Verhält- 
nisse zu dem Exponenten der Potenz des Fortschreitungsbuchstaben 
stehen, d. h. eine Function des Exponenten sein, so dass also die 
Constante eines jeden Gliedes sich aus dem Exponenten desselben 
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ableiten lässt ; diese Bestimmungsart, wobei die Coefficienten zweier 
Glieder zu .einander in keiner directen Beziehung stehen, nennt 
man independent. Hierbei kann man also t>in jedes beliebige Ghed 
herausnehmen und seinen Coefficienten bestimmen, ohne dass man 
denjenigen des vorhergehenden Gliedes kennt. 

2. Das Biidungsgesetz kann aber auch so sein, dass man 
jeden folgenden Coefficienten aus denjenigen der vorhergehenden 
Glieder ableitet; dies ist die recurrente Bestimmungsart. Dieselbe 
hat z. B. statt, wenn man eine echt gebrochene Function nach 
steigenden Potenzen von der Variabein entwickelt, d.h. wenn man 
die Division der beiden Functionen in einander auf algebraischem 
Wege ausführt. Es sei z. B. der Quotient gegeben : 

so können wir diesen entwickeln in die Reihe: 

a-hß x-hyx^-häx^-h — -f-. in inf. 
Da nun für jeden Werth des Fortschreitungsbuchstabens folgende 
Gleichung bestehen muss: 

so haben wir zur Bestimmung der Coefficienten, wenn die Multi- 
plication rechts ausgeführt wird, die Gleichungen: 

3. : : : 

• . • 



Es ist also: 



„ = ?(<lL, ^ = "lil 



—«6 



(i) 



4 6(o) ■ *(o) 

— M(a)-h/?»(,)) ^_ —(ßb( )+rbu) ) 

^ Ho) k»} 
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allgemein : 

„ _ — (x6(i8) + A6(,)) 

^ ~ 6(«) 

£s sei um an einem Beispiel die obigen Formeln anzuwenden ge- 
geben zur Entwicklung der Quotient: 

1 

Unter Anwendung der obigen Formeln ist also zu setzen: 

Also erhalten a, ß, y, d .... die Werthe: 

a= 1, /J = — 2, y = + l, ^ = -+-4, €= - 11 U.S. w. f. 
Die Entwicklung liefert also : 

, . ,, ^ o 2 = l~2a?+a?2-h4a;3-lla?*+ .... 
1 -f- 2 a; -f- o 0?^ 

Die hier ausgeführte Art, die Coefßcienten der unendlichen 

Reihe zu bestimmen, nennt man die Methode der unbestimmten 

Coelficienten. 

Algebraische Yerbindung von Reihen. Ebenso, wie 

man bei den ganzen Functionen durch Addition, Subtraction u.s.w. 
wiederum ganze Functionen erhält, kann man auch aus Potenz- 
reihen durch die arithmetischen Grundoperationen neue Reihen 
ableiten. 

Nehmen wir daher, die Conslanten der Kürze halber mit a» 
und bn bezeichnet, die jedoch nicht mit den gleichgeschriebenen Bi- 
nominal-Coefficienten zu verwechseln sind, die beiden Reihen: 

5. ÖQ + ai aj+Äj ^^^^s^'^^ •••• H-a«fl7"H- .... in inl. 
6q+6i x-hb^x^-hh^ iß^-f- . . .. -i-bnx^-h .... in Inf. 

und zeigen an ihnen die ßildungsgesetze, mittels deren aus jenen 
neue Potenzreihen abgeleitet werden können. 

Zunächst ist klar^ dass wenn in beiden Reihen derselbe 
Fortschreitungsbuchstabe auftritt , wie im Folgenden stets vorausge- 
setzt ist, auch die Gleichung (Sa) der ganzen Functionen für diese 
beiden Reihen gilt, falls sie einander gleich sein sollen; d. h. es 
ist alsdann 

6. ^'o^^^o^ Äi sa= 6j , 02=62 etc. 

1. Bei der Addition und Subtraction der beiden Reihen er- 
halten wir sogleich: 

7. 2 OnOJ^db 2 bnX"" :^ 2 (an±bn)x''. 
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2. Bei der Multiplication der beiden Reihen erhalten wir: 

8. (ao-f-atx4-a2a?*+..+a„a?«-|-..)(^o+*i^+*2^^ + -+^t^+ •) = 

M=QD 

3. Das Potenziren einer Reihe ist leicht zufolge des poly- 
nomischen Lehrsatzes. Man hat: 

9. (ao-i-a|a?-f-a2a?^4-.... +ffna;»» 4-. ...)'* = 



n«oo yj f 



"V 



n==0 <l^-^Jc!b!.... 



(floa?®)'*(ala?*)^(a2a?^^.. 



wobei a + b H- c -i- b +.... = n ist. 
Dies gibt, wenn man noch 

0.a+l.b + 2c-f-3.b + = v 

setzt : 

10. 2 XV, J ft! fe! cl'b! ... «0^'«l^'fl^2'"" 

a-l-b + cH-bH- ... = n. 
Die zweite Summation bezieht sich auf alle möglichen Werthe von 
n, dessen Werth mit dem von v zusammenhängt durch die Glei- 
chung: 

j;=an — a + c + 2b + 3e + .... 

4. Ordnet man in den beiden Reihen nach den steigenden 
Potenzen von x , so wie dies bereits oben geschehen, so kann man 
die algebraische Division der beiden leicht ausluhren. Es i'^t: 
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Man erhält also wiederum eine uneudiiclie Reihe durch die 
Division zweier Reihen. Das ßildungsgesetz für die Coefficienten 
des Fortscbreitttngsbuchslaben im Quotienten lässt sich nun leicht 
bestimmen. Es sei das (n+1) Glied der Entwicklung zu bestim- 
men, wobei j^j der erste Summand, als O^es Glied aufgefasst werde; 

bezeichnet, man mit Zn^\ den Zähler des Coefßcienten , den des 
vorhergehenden mit Zn und den zweitvorhergehenden mit Zn--] 
u. s. f., während Z^ Z2 • • • die Zähler der ersten Bruche bedeu- 
ten, so besteht folgende Gleichung zwischen denselben, wie sich 
ohne weiteres durch die Division zeigt : 

12. Z«+i=fl«+i . 6«+' — a,. bl . bn^—Z^ . blK bn~~Z^ . 6»r*^6„_i — .. 

— Zn— 1 • ^Q'b% — Zn ' 6|. 

Die Summe der Marken eines jeden Gliedes ist hierbei offenbar 
gleich der Marke des Zählers ^dut der rechten Seite 

Das (w+1) Glied hat daher nun folgenden Werlh: 

Verschwindet das constanle Glied b^J des Divisers, so gibt die obige 
Entwicklung*keinen Werth, da alle Glieder unendlich werden. Als* 
dann erhält man aber leicht die nothwendige Entwicklung, wenn 
man setzt: 

13. fl o+aiaj+q^^ag^ -f-..». _1_ aQ-\-a i X-ha2X^ -\- > " » 
biX-hb2X^-hb^x^-i^,.. X ' 61+62^+^3^^ + - ••• 

Die obige Eutwicklang (11) eines Quotienten hätte man auch 
auf eine zweite Art finden können, nämlich mittels der bereits oben 
angewandten Methode der unbestimmten (loelficienten. Setzt man 
nämlich : 

und multiplLcirt den Divisor mit der Reihe (mit den unbestimmten 
Coefficienlen a, ß, y . . .), so erhält man, nach AusKihruhg der 
Multiplication, eine Gleichung zwischen 2 Reihen mit demselben 
Fortschreitungsbuchstaben, und für solche Reihen gilt daher das 
weiter oben angeführte Gesetz. Es ist: 

15. a^^-{-a^x-\-a2X^-^.. = ab^-{-{ab^-{'ßb^^)x-\'{ab2-hß 6,-i-;'fto)^^+- • 
und mau eihelt zur BestHmmun^ der Coefftei^nten a, ß, y. d .. . die 

Gleichungen : 

14. 
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dene Wahl von zusaniiiieiigöhörigeH Wertheu von x und y \e\- 
i»c'liipdene Entwicklungen erhalten werden müssen. 

Führt man in der Gleichung (23) statt dt^r Grösse y drn 
Werth y^ ^= y — «o ein, so erliält raan die Form 

28. y' =^ üiX-i-a 2x'^-i-a.^x'^-i- — 

und von dieser ist es leicht n)itte!s der Gleichungen (18, 19 und 
20) eine Entwicklung von x in y' zu finden. Setzt man hierin 
alsdann statt«/' wiederum ^Z — «o ^'"» *^*^ ^^^ ™**" ®'We Entwick- 
lung von X nach steigenden Potenzen von y. Vergleichen wir die; 
beiden Entwicklungen. Zu dem Behuie bezeichnen wir die Coe|- 
ficienten der Entwicklung von x nach steigenden Potenzen von y' 
mit a\ ß\ / ... und erhallen somit 

Setzt man nun y'=^y — a^, so hat man: 

29. X = (—ct'aQ+ßUi^'''-Y'.aQ^+^'<^^^~"') 

-h (a'-2/J'rt„4-3/'a.,^-4d'aJ+...)3/ 
4- (ß'—^r'a^-^-ß&Q^'^— . ..)y'^-\' . , . 

Hierin sind aber die Coefficienten a\ ß\ y' us-^- bestitnmt durch 
den Complex von Gleichungen als Functionen von a^, a.^, a.^ 
u. s. t. 

In der Formel (29) sieht man leicht, dass die in den Coefücienten 
von y aultretenden Zifferzahlen die Blnomial-Coellicienlen der na- 
turlichen Zahlen sind, so dass wir auch schreiben könnten: 

X « _a'ao-h/y'a2~y'aJ5+(J'aJ— ..)+(lia'-2,/ä?^fl„ 

-I- (2^/^'— 32.^'rt„4-42.(J'fl?,— ö.^.e ai{+. ..).v^-f-... 
Ferner ersieht man noch, dass man jeden Coet'tlcienten aus dem 
ersten durch Derivation nach Oq erhalten kann, so dass die Ent- 
wicklung auch folgende Form annehmen kann, wenn man kurzweg 
die erste unendliche Reihe, den Coelficienton von y^ mit A be- 
zeichnet : ♦ ' 

30. X = A'-dl^A.y'\-^:.dl^Äy^- ii .öj„.^.ya+ ... 

= A+'^'Ti-^T-.d^ao'^-y"' 

Hätten wir jedoch x direct entwickelt nach steigenden Potenzen 
von y, so hätten wir das constante Glied a in dieser Ent- 
wicklung erhalten, dessen Bestimmung als Function von u^, a, ... 
mittels der Gleichung (27) nicht möglich war. Da nun aber in 
beiden Entwicklungen x dasselbe bedeutet, so muss, wie man leiebt 
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einsieht eine Lösung der genannten Gleichung (27) durch die Form 
gegeben sein: 

31. a =«= — a'«o+/^'«o*— y'«o^ + «^'«o*..i 

wobei die Coefficienten^', /Sf' ... die Werthe besitzen: 

5j. er - -, p ^^,, y ^, , 

Hierdurch erhält man also einen Werth von a und somit 
auch ßy Yi d... durch die Gleichungen (27); die Werthe der letz- 
teren, die zu jpnem Werth von a gehören, könnte man auch fin- 
den, indem man ß gleich dem Coetficienten der ersten Potenz 
von y aus Gleichung (29) setzte u. s. i 



Aehtsehiitee» Napltel. 

Numerische Reihen. 

ConversenB und llivergenK. 

Definitionen* Wie bereits früher bemerkt wurde, erhalt man 

aus den Polenireihen numerische, wenn man den Fortschreitungs- 

huchstaben numerische Wertho hbil^gt. Setzt man z.B. in der 

Potenzreihe 

a„4-fljai-f-«2«^'*+«3^'*"+' • • • 
die Grösse xsl ein, so erhält man sofort die numerische Reihe 

a„-l-^j-f- 2+^3 +. . ., 
wobei jedoch die Marken 0, 1. 2, 3 . . . nicht die entsprechenden 
BiDomial-'Coelficienten von a bedeuten, sondern nur die Verschie- 
denheit der einzelnen Glieder anzeigen. 

Soll die Addition der einzelnen Glieder vorgenommen wer- 
den, so muss man an einer bestimmten Stelle abbrechen und es 

« 

können, jenacbdem man mehr (yler weniger (ilieder nimmt, ver* 
sobiedene Verhältnisse eintreten: 

1. Es kann, je mehr Glieder man nimmt, die Summe immer 
größs^er und grösser werden , ohne sich einer eiKilichen Zahl als 
Grenze zu nähern, die sie nicht erreichte; in diesem Falle nennt 
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man die Reihe divergcnl oder divergirend. Niinml man 

z. B. die Reihe : 

1 + 2 + 4H-8H-16 + .... 

oder überhaupt eine unendliche arithmetisAe Reihe, deren Diffe- 
renz posiliv ist, so erhält man, je weiter man geht, desto grössere 
Werthe, die in's Unendliche wachsen. 

2. Es kann zwar die Summe um so grösser werden , je 
mehr Glieder man nimmt, hierbei sich aber einem endlichen Werthe 
mehr und mehr nähern, ohne denselben zu erreichen. Nehmen 
wir z. B. die Reihe: 

1. i-f-4-f-i + i + TV+-= «^ (i)" 

so wird jedes folgende Glied kleiner und kleiner, die Summe wächst 
zwar mit jedem Gliede, wie wir aus folgenden Zahlen sehen, die 
durch Addition der ersten Glieder entstanden sind: 

1 1,5 1,75 1,875 1,9375 1,96875 1,984375 u. s. f.; 
offenbar aber nähert sich der Werlh der Reihe immer mehr der Zahl 
2, ohne dass zwar dieser Werth durch Addition einer endlichen 
Anzahl von Gliedern erreicht würde; nimmt man aber die gehörige 
Anzahl von Gliedern, so kann man die Annäherung an den Werth 
„2*^ so gross machen, dass eine merkliche Differenz zwischen der 
Zahl 2 und der durch die Summation erhaltenen Zahl nicht vor- 
handen ist. 

Ebenso kann auch eine Reihe , jenachdem man eine grade 
oder ungrade Anzahl von Gliedern nimmt, kleiner oder grösser 
werden und je mehr Glieder man nimmt, desto mehr sich einer 
zwischen je einem kleineren und einem grösseren Werthe liegen- 
den Zahl nähern^ wie z. B. die Reihe: 

2 1 _1h.1_1+1_1 . 

^- 2^48 ^,16 32 "^ ••• 

Die aufeinader folgenden Werthe der Summe sind, jenachdem man 

1, 2, 3 oder mehr Glieder nimmt: 

1 0,5 0,75 0,625 0,6875 0,65625 0,671875 0,6640625 u. s. f. 
Diese Zahlen nähern sich immer mehr und mehr dem zwischen je 

zwei aufeinander folgenden Zahlen liegenden Werthe 0,66666 

ohne denselben zu erreichen. Nimmt aber auch hier bei der Sum- 
mation eine gehörig grosse Anzahl von Gliedern, so wird der Un- 
terschied zwischen der genannten Zahl 0,6666 und dem erhal- 
tenen Werthe kleiner, als jede messbare Grösse. 
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In beiden genannten Fällen ^ in denen also die Summe einer 
endlichen. Anzahl von Gliedern sich mehr und mehr einem bestimm- 
ten Grenzwerthe jiähert, sagt man, die Reihen seien convergi- 
rend oder convergent. Von einer solchen Reihe ist man durch 
Addition von einer genugenden Anzahl Gliedern einen Werth anzu- 
geben im Stande, indem der Fehler, den man macht, wenn man nur 
eine genügend grosse, aber endliche Anzahl von Gliedern addirt und 
die übrigen Glieder vernachlässigt, kleiner als jede endliche mess- 
bare Grösse wird. 

• 

3. Es kann je die Summe von einer ungraden Anzahl Glie- 
dern sich gleich bleiben und ebenso auch stets die Summe von 
einer graden Anzahl von Gliedern. Z. B. 

3. 1 — 1 + 1 — 1 -h 1 — ... 

Die Summe von 2n Gliedern wird stets 0, man mag n so gross 
nehmen als man will, und die Summe von je 2n-|-l Gliedern ist 
immer „+!"• Solche Reihen, wie die hier bezeichneten, werden 
auch oscillirende genannt. 

Es ist nun klar und bedarf keiner weiteren Bemerkung, dass 
es nicht nothwendig ist, dass eine Reihe schon stets vom ersten 
Gliede. an unter eine und dieselbe der drei genannten Arten falle, 
sondern sie kann z.B. zuerst divergiren und erst von einem be- 
stimrat*»n Gliede an convergiren, wie z. B. die Reihe: 

l «2 1 a* 1 a« 
1 -t- 3 1! ^ 5 • 2! ^ 7 * 3! ^ •• 
für a = 2. Die Reihe divergirt für die ersten Glieder, convergirt 
aber spater, wie man leicht ersieht, wenn man die Werthe der 
einzelnen Glieder nimmt: 

4.a l-J-4_Llfi._i_64_L 256 _L J.0 2 4. i 

Entsprechend kann natürlich auch eine Reihe anfänglich convergiren 
und später divergiren, ein Fall, der weiter unten noch besonders 
betrachtet werden soll. 

4. Ist ursprünglich eine Potenzreihe gegeben, so kann, je 
nachdem man einen oder den andern Werth dem Fortschreitungs- 
buchstaben beilegt, die entstehende numerische Reihe unter je einen 
oder den anderen der vorher angeführten Fälle zu subsummiren 
sein. Hat man z. B. die geometrische Reihe: 

5. a -f- aa? -h ax^ -h aa?3+.... = 5 ^^n^ 

n==-.0 
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so i&t dieselbe , wenn wir beim n^^ Gliede abbrechen : 

Ist j*> 1 und wachst alsdann n über jede Grenze, so ist auch der 
Summenwerlh, da alsdann x^ = oo wird, nnendlicli gross; es di- 
vergirt also die obige Reihe. Für a? = 1 divergirt die Reihe eben- 
Talls. Für aj<l und > — 1 aber wird offenbar oj^äO und so- 
mit nimmt die Reihe den Werlh an: 

d. h. sie hat einen endlichen Werth, sie ist convergeni. Setzt man 
a? = t und a = 1, so haben wir die als Beispiel in Nr. 2 ge- 
brauchte Reihe. Für rr = — 1 endlich wird die Summe 

»«" i^(-ir 

d. h. für n gleich einer grad(^n Zahl , ist die Summe Null und für 
n ungrade ist dieselbe gl<'icli a^ wir haben hier also den dritten 
Fall. 

Conrergenz. Unter allen obigen Fällen ist offenbar nur 
derjenige wichtig, in welchem man im Stande ist von einer -iinend- 
lichen Reihe den Werth anzugeben; dies kann man aber im Allge- 
meinen nur. wenn die Reihe convergeni ist. Suchen wir nun im 
Folgenden die Gesetze der Gonvergenz l'esl zustellen: 

1. Bei solchen Reihen, deren erste Glieder divergiren, 
kommt es offenbar bei Berechnung des Werlhes der einzelnen Rei- 
hen nicht auf diese ersten nicht convergirenden Glieder an, so 
lange nur dieselben endlich bleiben. VAw Beispiel hiezu liefert die 
Reihe (4o), die den Werlh ergibt 

8,225358 . . . 
2. Haben je zwei aufeinander folgende Glieder einer numeri- 
schen Reihe umgekehrtes Zeichen un<l ist dabei das vorhergehende 
absolut genommen grosser als das lolgende, so ist die Reihe stets 
convergeni. Es sei also in der Reihe: 

wo alle Zahlen «,p n,, a^ . . . selbst positiv sind: 

«0 > ''i > ^1 > «3 > «4 > «5 > «.. . . . 

Bricht man alsdann mit einem nngraden Gliede ab, z.B. mit dem 
(2ii+l), so wird die Summe 
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mit wachsendem n immer grösser und prösser, da nur positive 
Zahlen zueinander addirt werden. Es muss also der Werlh dei* 
Summe grösser als a^,—a^ sein. Bricht man dagegen bei der Ad- 
dition mit dem 2n Gliede ab, so wird die Summe 

Je grösser man n nimmt, desto kleiner wird also 5on werden, da 
hur positive Zahlen von Qq subtrahirt werden. Es müssen sich 
also, wie wir leicht aus (10) und (11) ersehen, mit wachsendem n 
die beiden Reihen ^2,, und Son+j mehr und mehr nähern, so 
(lass .^2« ~ -^2«+! beliebig nahe der Null gebracht werden kann. 
Alsdann gibt aber ^2« sowol wie ^2«+i ^ioen beliebig genauen 
Werth der Reihe, die also convergent ist. Ein Reispiel bietet uns 

die Reihe (2j: 

1 _ I + 1. _ i. -f- 4 ^ 4- . . . , die den Werlh ergibt 0,693147 ... 
Aus dieser Regol folgt unmittelbar auch, dass, wenn in einer un- 
endlichen Reihe die Glieder periodisch abwechselndes Vorzeichen 
haben, wie 

diese Reihe convergirt, wenn nur jedes folgende Glied kleiner ist 
als das vorbei geltende. 

Ein Beispiel einer solchen convergenien Reihe geben die Ket- 
tenbrüche; ist X der Werth des Kettenbruches, a der erste Uuo- 

lient und sind die Partialbrüche -rr, so ist, wie man aus der Lehre 

der Kettenbruche ersieht: 

1 1-1 



A^jAT, N.,N, N^N^ 
Da nun stets tt — <!. »« convergirt diese Reihe. 
3. Ist es bekannt, dass die Reihe 

convergirt, und weiss man ferner, dass die Glieder der Reihe 

60 + 6| +62+^3 + 64 -H •• 
einzeln absolut genommen kleiner sind als die entsprechenden Glie- 
der der ersteren Reihe, also 

(fto) < «o> (*t) < «1 (^a) <«2 "'S. f., 
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so ist die zweite Reihe ebenfalls convergeiit. Zur Vergleichung 
einer Reihe mit einer anderen sind besonders die geometrischen 
Reihen geeignet. So ist z. R. die Reihe 

convergent, weil schon die Reihe 

1 -h ^ 4- TT + YT "^ ^T "^ • • • 
convergent ist. Dass diese letzlere convergire, kann man bereits 
aus den Retrachtungen in (4) ersehen, die uns zeigen, dass sie de|i 
Werth 1,5 hat. 

4. Die Glieder der Reihe 

12. a„ + r/i +024-03 -f-a4-ha5 -f-. . . 

seien positiv und mögen mit wachsendem Index an Grösse ab- 
nehmen, also aQ>fl, >ff2-» «Isdann convergirt die obige Reihe 
gleichzeitig mit der anderen Reihe 

13. 2at + 4fl.jH-8ff^ +16«,.^-!-... 
Es ist nämhch: 

2^1 = 2»! 

8rt, < 2 (a^-ha^-haf^-ha^) 



Folglich ist auch: 
14. 2a,-|-4a3-f-8a, + 16fl|j +...< 2(a,4-a2 + «3 +«4+--) 

Nähert sich also die Reihe «1+00-1-03+.. einer endlichen Grenze, so 
ist auch 2fl| + 4a3 + 8o, +... convergent. Wächst dagegen 2«, 
+ 4O3+80, ... über alle Grenzen, so ist auch die ursprungliche 
Reihe divergent. 

Ferner ist auch: 

2a, > a, +02 

8oi > ai+a8 + 09 + r/jj,+a,i+a,2 + fl|3+a,4 

16ai5>ö, 5 + 016 + .... +«30 



15. Also 2o,+4a3+8o, +16fl,5+...>o,+02+rt3+a4+o. +.. 
Nähert sich also 2o, +403+8/1^ +. .. einer endlichen Grenze, so 
muss auch die Reihe a,+02+03+.. convergiren, und wächst o, +02 
+ O3 + ... über alle Grenzen, so divergirt auch die andere Reihe. 
Es divergiren und convergiren also beide Reiben zugleich^! 
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Als Beispiel wollen wir die Reihe nehmen: 
1111 

Die in (13) gebildete Hulfsreihe gibt also die Form : 

2»' 4»' 8^' 2»'-i "** 4^^=T"^ 8^-f"^•••■~ 

l ■ 1 1 !• 



2^—1 (2^^-1)2 "*" (W^y (2i^) 
Wenn nun y > 1 ist, so convergirt die Reihe (17) und somit auch 
(16). Beide Reihen werden aber divergent, sobald v^\ ist. 

5. Bildet man zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern 
an— 1 und an einer Reihe 

Oft 

den Quotienten — — , so nennt man dies den Quotienten der 

Reihe. Bezeichnet man mit k eine Zahl, die kleiner als 1 ist, so 
ist die Reihe convergent, wenn der Quotient derselben kleiner oder 

gleich der Zahl k ist. Es ist alsdann nämlich — ^r*^/r, — ^ /r , 

a '- Oi 

— :<Är... Es ist daher die obige Reihe offenbar kleiner oder gleich 
a^ — 

der Reihe: 

18. a^^-{'aQk-{-aQk^-{-aQk^-{-a^^k* + .,, 

Statt dieser Reihe kann man aber schreiben: 

1 

sie hat also einen endlichen Werth und ist somit nach dem Frü- 
heren convergent; daher muss auch die ursprüngliche Reihe, deren 
einzelne Glieder alle kleiner als die entsprechenden von (18) oder 
höchstens gleich denselben waren, convergiren. 
Es sei z. B. die Reihe gegeben: 

ly. , ^^ (1!)2 ^ (2!)^- ^(3!)2 ^ (4!)2 ^*^' 

Der Quotient der Reihe ist also : 

Je grösser n wird, desto kleiner wird der Quotient werden; ist auch 
X sehr gross, so vvird von n = ^x an der Bruch kleiner als die 



Wertne von 
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Einheit und die früheren diver^ironden Glieder, in dentis n <7a7 
ist, haben, wie bereits früher bemerkt worden, auf die Convergenz 
keinen Einfluss. 

Nehmen wir die als divergent bereits gezeigte Reibe (16) 

so ist zwar der Quotient der Reihe 

n — 1 
n 

keiner als die Einheit und man könnte dc»her vernvuthen, dass dfese 
nach dem eben disculirten Gesetze convergent sein oiusse. Ninonit 
man aber irgend einen Werth von k an, er mag möglichst nahe an 
der Einheit liegen , so wird doch stets bei einem genügend grossen 

21. 5=l_i_l>i 

n n 

werden mid es tälll somit von diesem Gliede an die Reihe niqht 
mehr unter die obige Bestimmung. Sobald sich also der Quotient 
der Reihe der Einheit in's Unbegrenzte nähert, ist die Reihe niciH 
convergent. 

Um die Divergenz der« Reihe (20) zu zeigen, kann man auch 
iolgenderinassen verfahren. Man setze statt ihrer die Sumioe der 
beiden Reihen: 

und verwandle die erste dieser Reihen in die folgende Form: 
23. (1+i) + (1 + 1+^) + (V.+tV+iV+tV+tV+^V+Vit 

Eine jede Gruppe von Gliedern beginnt also mit dem Gliede -s^ — 5 

und schliesst mit -ö^t j • Es hat also eine jede Gruppe von Glie- 
dern, deren jedev^ einzelne grösser ist als das letzte derselben 
Gruppe, einen grösseren Werth, afs das Prodtrct des lelztfen Gliedes 

TT-TT nn't der Anzahl der (Glieder. Diese letztere ist aber offen- 
3"+ * ^ 

bar gleich der halben Anzahl der zwischen 3** und S""*"' Kegeftdefi 

natürlichen Zahlen, also 
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24. i (3«+* —3») == i.3»(3— 1) = 3«. 

Somit ist der Werth einer jeden Grupjje grösser als 3„ . . ^ oder 

^. £$ ist also die obige Reihe (23) grosser als die divergirende 
Reihe : 

25- ^+l + i + ^+. . 

und somit divergiit die Heihe (23) um so mehr. Da nun ferner: 

^>h ^>i» i>l »• ^^. ^. 
ist, &o muss also auch die Reihe 

divergireo. £s hesteJbt somit die ursprunglich gegc^bene Reihe (20) 
aus der Summe vom zwei ciivergirenden Reihen und ist also seihst 
divergent. • 

6« Ist bei der numerischen Reihe 

27. ÜQ 4-^1 -f-a^ -hö.j-h. .. 

stets v(^»)^^' ^^ i^n) den absoluten Werth von ff« bedeutet 
und /r<l ist, so convergirt die Reihe. Es ist nämlich alsdann 
tti 5 Ar, ttj ^ Ä-^, «3 ^A'^ U.S. f., und somit ist die Reihe (27) je- 
dealalt» kleiHer e^er höehnten* g^eteb der Reihe 

28. a,,+^-fF-|-^3^it«4-... 

D» diese aber convergirt, so convergirt (nach dem 2. Gouvergeuz- 
satze) also auch (27). Nach dieser Regel convergirt z. B. die 
Reihe : 

29. 1 +■ 2^^ + 3» ^ 44"^ 5* "^ * " 

In di»*selben ist offenbar Jan == — < 1. 

^ n 

7. Auf eine ganz entsprechende Weise ersieht man leicht, 

dass eine Reihe convergiren muss, sobatd die nte Wurzel aus dem 

Quotienten 



)/i^ 



a" 

iat, wobei fr< 1. Ein Beispiel hierzu liefert die hereits oben au- 
geführte Reihe (29i. 

Beehnen mit convergenten Reihen. Heber convergirende 
Reihen gibt es noch eine Reihe von Sätzen, von denen einige wich- 
tigere hier Fiatz fiadea solleii: 

1. Muldplieirt man die einzelnen Glieder einer convergiren- 
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den Reihe mit einer Zahl, die kleiner als die Einheit, so bleibt die 
Reihe convergent. 

2. Convergirt eine Reihe nach dem 2teu oder 5ten Gesetze, 
so kann man jedes Glied mit einer beliebigen, aber für jedes Glied 
gleichen Zahl multipliciren ohne die Convergenz zu ändern. 

3. Addirt oder subtrahirt man 2 beliebige convergenle 
Reihen miteinander, so ist die entstehende Reihe ebenfalls con- 
vergent. 

4. Multiplicirt man 2 Reihen miteinander, die mit nur positi- 
ven Gliedern (also nicht nach Gesetz 2) convergiren, so convergirt 
ebenfalls das Product. Es mögen z. R. die Reihen gegeben sein 

30. a^, -f- aj a? -h «2 ^* + ^3 ^'^ + • • • 

6^M- bi x-\-b2X--hbi x^ -^ ... 

die nur positive Zahlen a^, a^ ... b^, b^ . , . enthalten und zufolge 

des Gesetzes 5 convergiren mögen; alsdann ist ihr Product: 

Der Quotient der Reihe nimmt alsdann den Werth an : 

6„_i6o+fln 2^1+011— 3 ft2+-'*'^2 ^w—a + ^i ft»-24-aü6«—i ' 

ff rp 

Redenkt man alsdann, dass — — = k, wo /f < 1 ist, so erhält 

fln-l 

man leicht statt des obigen Ausdrucks den folgenden, der jedenfalls 
grösser als der obige sein muss: 

ün—i b Q-^-ün^ibi+aiy-^b 2 -{-... -\raibn-^^aobn—i 
Diesen letzteren kann man aber durch den folgenden ersetzen, 
wenn man die Division ausführt 

34. k+ ^^ .X 

tfn— i'^o4-^n-2^^l4-...4-ao^n— 1 

In diesem Ausdrucke wird aber der zweite Summand, wenn man n 
gross genug nimmt, unendlich klein, er verschwindet. Es sind i-^lle 
Summanden eines jeden Gliedes positiv und es muss daher, wenn 
n sehr gross ist, der eine Summand gegen die Summe vieler 
Glieder verschwindend klein sein; jedenfalls kann man stets 

7 — ^ " ' , < 1— /r machen durch gehörig grosses n. 

Un—\ r>o-t-.. -f-fl'nOn— 1 

Daher kann man statt des obigen Ausdrucks (34) als annähernd k 
setzen und es gibt somit der Quotient der Reihe (31) eine Zahl, 
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die jedenMh kleiner ist ftls die Einheit und die sich auch der letz- 
teren nie nähert, sondern immer mehr der Zahl k; es ist somit die 
Reihe convergent. 

5. Sind die Glieder von zwei conrergenlen Reihen von al- 
ternirendem Torzeichen, und convergiren die Summen der positiv.en 
und die Summen der negativen Glieder für sich, so coilvergirt 
ebenialls das Frodact der beiden Reihen. 

Wie wir bereits gesehen haben, convergirt iwar 

1 — i + y — T"*""Jr •••• 
es divergiren aber die Summe der positiven Glieder und die Summe 

der negativen, nämlich: 

Solche Fälle sied in der obigen Regel ausgeschlossen. 

Es seien gegeben die convergenten Reihen: 
OK d« — «1 oo-hüzX^ — öj x^ +«4 i»* — «5 a?* 4-.... 
f>Q — ft, OJ + 62 ^^ — ^^a ^'^ + ^4 ^^ — 65 0?* -h 

und seien also ferner noch folgende Reihen für sich convergent: 

a^ -f- flj a?2 + a, a?* -h . . . . 
tti x-k-a^ x^-{-a^ x^ -h 

61 x-hb^ x^-hb^x^ -{-'•', 
so folgt aus diesen Reihen unmittelbar auch die Convergenz der 
folgenden Reihen 

nn Oo + tti 0? + flj a?^ + a, £C^ + . . . . 

K-h bi x-hb2x'^-\-b^ x^-\- 

die sich von (35) nur durch das Vorzeichen der Glieder mit un- 
graden Potenzen von x unterscheiden, so dass alle Glieder positjv 
sind. Daher convergirt nach dem eben bewiesenen Sat^ auch 
die Reihe: 

38. Oo 60 "**(^» ^0 + ^0 ^i)a? + (fl2 ^0 +öfi 6, -f-tto 62)0;^+.... 
oder auch jede der beiden Reihen: 

(«i'^o+«o bi)x-i'{a^bQ-}'aibi -f-öi öj + ^o^a)^*"*'-- 
Um so mehr wird die Reihe convergiren: 

40. flo^o — (^1 ^o + **o b^)X'ir(a2bf^-\'a^ ftj +aQ 62)«* ~ — 
Diese ist aber d.<s Froduct der beiden Reihen 35., und es ( onver- 
girt also die aus 2 convergirenden Reihen durch iMultiplication ent- 

Dronke, Einleitung in die höhere Algebra. . 15 
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stehende Reihe, wenn nur die beiden ursprunglichen nicht zufolge 
2 convergent sind. 

6. Aus den vorhergehenden Gesetzen geht unmittelbar noch 
der Beweis dafür hervor, dass ebenfalls eine Potenz mit ganzem 
positiven Exponenten von einer Reihe, die nach einem andern als 
dem 2ten Gesetze convergirt, eine convergirende Reihe gibt. 

Für die Division von Reihen gibt es in Bezug auf die Con- 
vergenz keine besonderen Regeln. 

Ebenso wie man die Convergenz einer besonderen Betrach- 
tung unterworfen, kann man auch über die Divergenz von Reihen 
Regeln aufstellen, doch sind dieselben nicht wichtig, indem sich 
divergente Reihen ja jeder weiteren Betrachtung entziehen. 

Semlconvergente Reihen. Eine merkwürdige Art von 
Reihen wollen wir zum Schlüsse hptrachten. Es sei gegeben: 

A^ i_il. JL^IL^)' 1 (1.3.5)^ 1 ^ 
^' 2.1!" j: "^ 2^2! 'o;'^ 2K'M'x^'^"" 

Der Quotient der Reihe ist offenbar, wenn man vom Vorzeichen 

absieht : 

(2n— 1)^ J. 

2 .n ' X 

und es nähert sich dieser für grosser werdendes n dem Werthe 

— als Grenze. 

X 

Es divergirt also die Reihe für jed^n Werlh von x. 
Es geben aber die ersten Glieder, die namentlich für grös- 
sere Werthe von x convergiren, Werthe, die mit den auf andere 
Weise erlangten Resultaten für die Grössen, die durch jene Reihe 
dargestellt werden, übereinstimmen. Eine solche Reihe, deren erste 
GHeder convergiren und ein richtiges Resultat ergeben, während 
die folgenden Glieder divergiren und daher einen unrichtigen Werth 
ergeben, nennt man semiconvergent. Besondere Regeln über solche 
semiconvergente Reihen gibt es nicht. 
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Siebenter Abschnitt 

Specielle Reihen. 

JÜTeimzehntefS Kapitel. 

Binomische Reihe. 

Bedeuten in der Reihe 

1. l-f-«»i a? + w, 0?* + m3 a?^ + ....-|-Wna?"4-.... 

die Zahlen mn Binomial-Coefficienten, so nennt man diese eine bi- 
nomische Reihe. Es kann hierbei m eine- beliebige, ganze oder 
gebrochene, positive oder negative Zahl bedeuten. Ist es positiv 
und ganz, so bricht die Reihe mit dem Gliede nimX^ ab, ist also 
endlich und gibi für jeden reilen Werlh von Xy da m» stets eine 
ganze Zahl bedeutet^ einen endlichen Werth. Ist m jedoch gebro- 
chen und positiv (die Bedeutung der Reihe für negative m wird 
weiter unten klar werden), so wird die Reihe unendlich und es 
fragt sich alsdann, ob die Heihe convergirt. Von dem Gliede ninX^ 
an, für welches n > w 4- 1 wird, sind, wie man sogleich er- 
sieht, die Vorzeichen alternirend. Bilden wir nun den Quotienten 
der Reihe; er ist, wenn wir von dem Vorzeichen absehen: 

Q mn w — (n — 1) _ /. w -f- 1\ 

2. X = ^ a? = — 1 1 I X, 

w»_i n \ n f 

Der Coefficient von x nähert sich mit wachsendem n immer mehr 

und mehr der negativen Einheit. 

Es convergirt daher die Reihe, wenn der Werth des Fort- 

schreitungsbuchstabens x zwischen — 1 und -f- 1 liegt, diese beiden 

Grenzen aber nicht erreicht. Wenn man ferner bemerkt, dass von 

einem gewissen Gliede an die Glieder von alternirenden Vorzeichen 

sind, so ersieht man leicht, dass die Reihe auch für o? = + 1 con- 

vergiren, während dies für a? = — 1 nur dann eintritt, wenn die 

Glieder mit graden Potenzen von s positiv und jene der ungeraden 

negativ sind; denn alsdann ist noch 

3. (w«^i) > (w„), 

udt 'die Convergenz tritt nach dem 2. Gesetze ein. 

Es bleiben aber bei a? = — 1 die Zeichen alternirend , so- 
bald die m zunächst liegende kleinere ganze Zahl ungrade ist: 

15* 
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denn* alsdann wird m^n-^-x negativ und m,» positiv. Es conver- 
girt also die Reihe tur a? = — 1, wenn m — € (wo 1 > e > und 
m — £ ganz ist) ungrade, und divergirt, wenn m — b gerade ist. 
Ist jedoch (o;) > 1 , so ersieht man unmittelbar aus der Form des 
Quotienten (2), dass die Reihe divergiren muss, indem jener grös- 
ser als die Einheit wird bei hinreichend grossem Werthe von n. 

Ist nun m negativ und ganz, so erhalten alle Potenzen von 
X mit ungradem Exponenten das Zeichen „ — " und alle mit graden 
werden positiv. Es wird somit für positive und für negative x als- 
dann die Reihe convergiren, da sie alternirende Zeichen hat, 
sobald 

4. Mn—X X^~^ > Wln X^ 

oder abgesehen vom Vorzeichen: 

w -~ (n — 1) 

5 X <,\ 

n 

ist. Dies kann jedoch, wie man leicht aus der folgenden Form des 

Quotienten 



-('-'^) 



6. _^i_^^p 

ersieht, nur für (x) < 1 stattßnden. Für (x) = 1 divergirt be- 
reits die Reihe, um so mehr für (a?) > 1. 

Die genannten Bedingungen der Convergenz galten offenbar 
nicht blos, wenn m negativ und ganz, sondern auch, wenn das- 
selbe negativ und gebrochen ist. 

Stellen wir also die Resultate zusammen: die Reihe ist end- 
lich, wenn m ganz und positiv ist; sie convergirt für jedes m, 
wenn 1 > o; > — 1 ist , ferner für m positiv und gebrochen, wenn 
a?«=-hl, und, sobald m — e (dieser Ausdruck die nächstniedrige 
an m liegende ganze Zahl bedeutend) ungrade ist, auch wenn 
a? = — 1 ist. 

Betrachten wir nun convergirende binomische Reihen. Es sei: 

7. i?m == l -f- w«j a? 4- m^ a?^ + W3 a?' + . . . . 
und 

8. Rn' =*= 1 -I- w,'a?-|-mj'a?'+- m^* a?'+ — , 

und in beiden bedeute der Fortschreitungsbuchstabe x dasselbe. 
Bilden wir nun das Product der beiden Reihen, so ist dasselbe : 
Am Äir' =1-1- (w, +m/)a7 4-(mj -i-mi .m^' '\-m^')x^ 

9. +(»»3 +m2 w,' -f-mi .wi2' + m3')a?'-*- — 
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Zufolge der 4. Regel über Binomial- Coeificienten ist aber 

Somit haben wir, wenn wir diese Regel anwenden: 
11. ÄmÄm =1 4-(w+m')ta?+ (m + m')^ x^ + im-^'m')^ x^ 

+ — ■+-(»« + m')» . :»** -h 

Der Ausdruck rechts ist aber Rm+m' zufolge der eingeführten ße- 
zeichnungsart und somit li.ihen wir: 

Es gilt diese Regel aber nach den Betrachtungen über die 
Convergenz im vorigen Kapitel nur, wenn m und m' positiv und 
ganz sind, oder wenn o; < 1 ist. 

Durch Multiplication einer Reihe mit sich selbst erhält 
man also: 

12. (Rm? = Ä,m 

und durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich das 
Gesetz : 

(11) (R,n)^ -= Rvm, 

wobei V stets eine positiv ganze Zahl ist, und wo Rvm convergirt, 
da wie wir vorausgesetzt haben, a? < 1 und > — 1 , oder m und 
auch vm ganz und positiv ist. 

Setzt man in (II) m 3= 1, in welchem Falle als für eine end- 
liche Summe die obigen Gesetze ebenfalls gelten, so erhält man 
(iJj)v =s B,,; es ist aber Ä, = 1 + a? und somit 
(III) Rv-^{l+x)^'. 

Es ist dies aber offenbar der binomische I.ehrsatz, da v ganz und 
positiv ist. 

Es gilt nun aber auch diese Regel für negative und gebro- 
chene Werthe von v, wie die folgenden Betrachtungen zeigen. Un- 
ter der Voraussetzung, dass 1 > o? > 1 ist, ergibt auch die Uulti- 
pUcation von Rm mit R-m' eine convergente Reihe, und somit, wie 
man aus (I) unmittelbar schliessen kann: 

13. Rm • R—m' =*= Rm—m' * 

Daraus folgt aber ferner: 

14. Rtn* R—m= Rq = ^ 

oder 

(IV) «-"• = X-dT^ = (i + -^-'"-- 

Die Richtigkeit von dieser Deutung der binomischen Reihe 
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iiiil egativer Basis (m) hätte man auch durch Ausführung der 
Division von -5— finden können. 

Die Formel IV ist dieselbe wie 111, nur ist m negativ. Dass 
aber II ebenfalls für negative v gilt, ist nun klar. Cs ist 

15. (ß».)~'' = /p w =n— =ß-my. 

Bedeuten a und ß zwei ganze Zahlen, so ist 

16. lUu\P = it^ a = it« - (1 + xT. 

Daraus schliesst man aber sofort, dass: 

(V) . te=(R«y« ß« = (1+0?)^. 

Es gilt also auch das Gesetz für positiv gebrochene und somit un- 
ter Anwendung der vorhergehenden Formeln für negativ gebro- 
chene Zahlen. Das Gesetz (III) ist aber nur einAusdruck für den 
binomischen Lehrsatz, wie wir bereits bemerkt haben und es gilt 
dieser somit für jeden beliebigen Exponenten. Die Basis, das Bi- 
nom, braucht hierbei offenbar nicht die Form (l + o;) zu haben, 
sondern wir konnten sie leicht auch auf die allgemeine (a-hb) 
bringen, indem man auf beiden Seiten mit a^ multiplicirt. Da je- 
doch die Reihe nur für a? < 1 convergirt, so muss, wenn die ur- 

1 a 

sprüngliche Form des Binoms 1 H war, — < 1 oder a <, c 

c c 

sein. Man kann also ein Binom mit einem beliebigen Exponenten 

in eine Reihe, endlich oder unendlich, verwandeln. 



n 



Die Entwicklung von (1 + x)^ gibt offenbar nur den der 
positiven Wurzel des Binoms entsprechenden Werth an. 
Es sei z. B. zu entwickeln 

Nach der binomischen Reihe erhalten wir: 

(1 + ^)* = i+a)..AH-a).-(A)*H-(i)..(A)*+.... 

-1 + 1 l_i 9'+i 9»_ ^ 

=1 +i .0,5625 - i.0,31640625-KV .0,1779785 ... . 
= 1 +0,28125 - 0,0395507... +0,0111237.... — .... 
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Nehmen wir nun die ersten 4 Glieder, so gibt dies den Werth 

1,2528 .... 
Dieser Theilwerth, wie man denselben nennen kann, ist zu gross, 
dagegen würde der nächste Theil werth, den man durch Addition 
von 5 Gliedern erhalten würde, zu klein sein, u. s. t Der wahre 
Werth wird stets zwischen zwei aufeinander folgenden Theilwerthen 
liegen, die Reihe^ wird sich aber immer mehr und mehr ihrem wah- 
ren Mittel werthe nähern. 



X-WRU^igHteH Kapitel. 

Exponential'Reihe, 
Eine Reihe von der Form: 

1. 1 -4- "Tj H — oT — » — öl — h . . . . H s — h . . . . m mt. 

1! 2! 3! n! 

nennt man eine Exponentialreihe. Wie man ohne Weiteres aus 
dem Quotienten der Reihe 

ax 

n 

ersieht, convergirt dieselbe für jeden reellen Werth von a?, sowol 

positiv als negativ, da der Quotient sich bei grösser werdendem n 

der Null iTähert, also 

ax 

— < k 

n 

ist, wo Ar < 1. Man erhält also stets einen endlichen Werth für 

die Reihe und diesen wollen wir durch S^ bezeichnen ; es ist also 

^ ax a^x^ a^x^ ." . « 

2. 5a; = 1 + yif + -gj- + -3]- + . . . m mf. 

Demgemäss ist auch 

Bedeutet a dieselbe Zahl, die Basis der Reihe genannt, in beiden 
Reihen, so erhalten wir durch Multiplication der beiden : 

■•'" l3!'^2!" 1! "^ 1!*2! "^S!;"^"- 
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Bf'denkl msm nun, da8s nach dtm binomischen Lehrsatze: 

2!"*" 1!1!'^2!"' 2! 

3l~*"2!l!"*" 1!*2!"*'3! 3! ' 
ist, 80 hat man: 

o. ^Jc.^y = l+ö. —|-j — ha^. 2^ -ha*.» — o~, — + ... 



und sonyt ist : 

(I) ^x ' ^y ^ «^ar-f-y« 

Aus diesem Gesetze folgt unmittelbar für die Potenzirung von Rei- 
hen mit positiven ganzen Exponenten, wenn v eine ganze positive 
Zahl ist : 

(II) {S:,y = Sra: 

Nimmt man in der Exponential-Reihe negative Werthe för den 
Fortschreitungsbuchstaben, so convergirt dieselbe ebenfalls; betrach- 
ten wir die Abteilung der Formel I, so ersehen wir daraus unmittelbdr, 
dass dieselbe auch dann gelten muss, wenn x oder y^ oder beide 
zugleich negativ werden. Daraus schliessen wir sogleich auch, 
dass noch: 

6. ojf . ij — a; *= »3 = 1 

odor 

(III) '^-^^^ ^«'•. 

Aus dieser Deutung der Reihe mit negativem Fortschreitungsbuch- 
staben — die Richtigkeit der Deutung würde sich auch aus der 

Ausführung der Division -^ ergeben — kann man nun auch un- 

mittelbar folgern, dass der Satz (II) für negativ ganze Exponenten 
ebenfalls Gültigkeit hat. Es ist 

1 1^ 

\Sx) Svx 

und ebenso: 

8. (^- xy « s^vx, 

Dass der Satz auch für gebrochene, positive und neptive, 
Werthe von v gilt, werden wir später aus anderen Betrachtungen 
ersehen, nachdem wir zunächst eine speciellere Reihe eingeführt 
haben werden. 

Setzt man in die allgemeine Form 5« die Basis a gleich der 



7. (Sx) ^= T^\v^'~c — "*= S—vx, 
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Einheit, so erhalten wir die ebenfalls stets convergirende Reihe: 

Diese wollen wir durch das Zeichen JS'^; bezeichnen zum Unterschiede von 
Sx- Es gellen alsdann offenbar auch die Gesetze (O» (H) und (III) 
u s. f. für diese specielie Reihe, da bei (1) nur die Gleichheit der 
Basis a in beiden Reihen forausgeset/t ward, eine Bedingung, die 
hier erfüllt wird, da in beiden Reihen a = l ist. 
Es ist also auch: 

Zunächst ersehen wir aus den gewonnenen Formein, dass sowol 
die specielie Reihe ^, als auch die allgemeine Reihe S stets posi- 
tiv. ist; denn haben bei letzterer a und a? gleiche Zeicbeo, so sind 
alle Summanden positiv, sind diese dagegen von umgekehrten Vor- 
zeichen, so kann man, unbeschadet des Resultates, das negative 
Vorzeichen dem Fortschreitungsbuchstaben x beilegen; alsdann ist 

aber S .x= -^, also positiv, da Sx stets positiv ist. 

Es ist nun zufolge der obigen Bezeichnungen: 

Diese Zahl bezeichnen wir durch „e*' und finden für sie, dass 

12. e = 2,71828182845904523536028747 .... 
Es ist nach dem Obigen also: 

13. 2v ^ (2^)v =- ev , 

wo V eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Dass die- 
ser Satz auch fär gebrochene (positive und negative) Werthe von y 
gültig ist, zeigt folgende Betrachtung. Man hat: 

14. ( Saf -h 2a ß^ ^ 
und somit: 

15- i/ « 1 

? 
Es ist also, so lange nur at eine reelle Zahl bedeutet, ganz «11- 

gepiein : 
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et 
Ist hierbei x eine gebrochene Zahl, gleich -, so ergibt für ein un- 

p 
grades ß die Reihe natürlich nur den positiven Wurzelwerth. 

Man nennt nun e^ eine natürliche Potenz und demgemäss 
wird die ßasis e auch die Basis der natürlichen (Neper'schen oder 
hyperbolischen) Logarithmen genannt. £s ist also, wenn e^ssZist, 
16. % = log. nat. Z. 

Statt des Ausdruckes log. nat. Z setzt man auch den kürzeren 1. Z. 

Kehren wir nun zu den früheren Betrachtungen der * allge- 
meineren Reihen zurück. Setzt man in 
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-i--^ 1! • 2! ■ 3! "*■ *• 
Also ist: 

18. 5, = 2fl = «% 

und den Werth dieser Reihe wollen wir durch Ä bezeichnen, dann 
ist allgemein für jedes reelle x: 

(IV) S^ = Ä^. 

Aus den obigen Formeln (14) und (15) geht mit Hülfe von (18) 
leicht der Beweis hervor, dass die Formel (IV) auch für gebro- 
chene Werthe von x^ sowol positive, wie negative gültig ist. Hier- 
bei ist stets: 

i = e« 
d. h. 

19. a = 1. i. 

Man kann also für allgemeine Potenzen setzen: 

20. i. = H-^)+-?^V?'-^^4'- + ... 

i! Jdl öl 

und für die natürlichen Potenzen: 

^ ^ X x^ x^ 

Bej dieser Form (20) ist nun x eine ganz beliebige reelle Zahl; 
wie aber aus allen Betrachtungen hervorgeht , muss Ä , wie es in 
Wirklichkeit auch für jedes reelle a der Fall ist, eine positive Zahl 
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sein. Negative Zahlen ergeben tur die obigen Formeln keine 
Werthe. 

Aus den bewiesenen Gesetzen geht für die allgemeinen Po- 
lenzen die Richtigkeit alier Gesetze der niederen Algebra über Po- 
tenzen für jeden beliebigen Exponenten hervor, jedoch nur unter 
Voraussetzung von positiver Basis. 

So ist z.B. 

Eine weitere Ausführung dieser Regeln unternehmen wir nicht, 
überlassen dieselbe vielmehr dem Leser. 



Einandzi^raiiKisstesi Kapitel. 

Logarithmische Reihe. 

Auf die logarithmische Reihe gelangt man auf die einfachste 
Weise durch Betrachtung drr Exponenfialreihen. Es ist n§mlich: 

Daher hat man: 

o ^''-l , , , xHlÄ)'' . x\lAY , 

X 2! o! 

Setzt man hierin a?«0, so erhält man für den natürlichen Loga- 
rithmus der Zahl A den unbestimmten Werth: 

( X >«^o 
In dieser Form kann man den Werth des natürlichen Logarithmen 
nicht angeben; doch hat man im binomischen Lehrsatze ein Mittel 

zur Entwicklung des Ausdruckes , wenn man an die Stelle 

der Potenz A"^ die Zahl 1 1 + (^4— 1) |* einführt. Alsdann ist: 

4. i* = j l-h(i-l)[^«l+a;i.(i— l)+a?2.(4— l)*+a?3.(4— 1)'+... 
Daher hat man: 

5. i!=l = £i.(4- -i)+^.(4-l)«+^.(i-l)« + ... 

XX ^ ^ 
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Wir haben dahw zufolge der GJeichung (3), wenn man in die eben 
erlangte Reibenentwicklung x ^ einsetzt: 

ß) log.n.A =c=(i— 1) — 4(i— 1)» + 4.(4— l)8~4-(i-l)* + ... 
oder, indem man statt A — 1 den Werth b setzt: 

(1) %.n.(6-hl) = 6- * ^^+|Ä«~- ^6*+... 

Diese Reihe ist die 1 (igarith mische ; da dieselbe Glieder von alter- 
nirenden Vorzeichen hat, so convergirt sio lür alle Werthe von 6, 
bei denen abgesehen vom Vorzeichen: ^ 

7. i. ö« < _J_ ftn+l 

n n+1 - 

Dieser Ungleichheit genügen alle Werthe von 6, die grösser als die 
negative Einheit und kleiner als die positive Einheit sind. Für 
6 Ä — 1 divergirt die Reihe, da alsdann alle Glieder negativ wer- 
den, und man alsdann die bereits froher (XVIII, 20) discutirte er- 
hält. Für 6 «= -h 1 wird der Werth der Reihe, wie auch schon 
früher angeführt wurde (XVlil, 11) 0,69314718... 

Mitteis der Reihe (I) kann man also die naturlichen Loga- 
rithmen aller zwischen und 2 liegenden Zahlen berechnen. 
Man findet für log. n (0) = — oo, Ig.n. 1»=0 
und log. n 2 = 0,6931 . . . 

Ist der Logarithmus einer Zahl m zu berechnen, der zwi- 
schen 2 und 4 liegt, so geschieht dies mittels der Formel: 

8. lg.n,(2Mm-2])^lg,n2 (l-h?^)j =^(y.n.2-h/y.(l+*^) 

m — 2 
Dabei ist offenbar — 1 < — ^ <+l. Fährt man in derselben 

Weise fort, so kann map also die natürlichen Logarithmen aller 
Zahlen berechnen, indem man dieselben in Producte von zwei an- 
deren verwandelt, deren Logarithmen bereits bekannt sind, sobtM 
jene für die zwischen und 2 liegenden Zahlen berechnet sind. 

Man hat nun nach dem Obigen: 

und ebenso: 

log.n.(m^z')^log.n.m-^^^j{^^ + { (^) — ••• 
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z %* 

Ist nun — sehr klein und auch — eine der Null sich sehr nä- 

hemde Grösse, so kann man die zweiten, dritten Potenzen u. s. f. 
von dresen Grössen vernachlässigen und erhält daher durch Dirision 
der beiden Entwicklungen : 

.Q log- n (m+g) _ ^ m 

loQ.nim-{-z*) , ä' 

log,n,m-\ — 
m 

Aus dieser Gleichung kann man für das Wachsthum der Logarith- 
men nahe liegender Zahlen folgendes Verhältniss ableiten; es sei 
m-\r%=^ M und w-f- «' = ^-|-it<, wo ^ efne gegen M verschwin- 
dende Zahl bedeutet, so hat man sogleich: 

It logn.M __ logn.M 

log n.(M'\-u) "" , -^ . A* 



M 

oder: 

%. n. (Af -h ^) — log. n . Af « -^• 

Hat man nun zwei grosse Zahlen M* und M, die aber einander 
nahe liegen, und deren Differenz die gegen M verschwindende Zahl 
ö sei, während die Difien^nz ihrer Logarithmen die Grösse J habe, 
so hat man sofort: 



12. J :^lg,n .M* — lg. n.M= -jjt, 
woraus folgt 

13. M,J:=d d.i. M ==-^ 

Hat man nun den Logarithmus der zwischen M und !A* liegenden 
Zahl ^ + ^ zu berechnen, so kann man für diesen die für die 
Praxis einfache Regel finden: 

14. lg. n . {M.'\-(i) ^Ig.n.I^A- ^=fy- » • ^-h 4*.^. 

Die Logarithmen-Tafeln sind alle so eingerichtet, dass d asl 
ist. .Um also hierbei den Logarithmus einer Zahl zu finden, die 
zwischen zwei Zahlen liegt, deren Logarithmen . bekannt sind, hat 
man die Differenz der letztgenannten Logarithmen zu multipliciren 
mit der Differenz der ersten Zahl und einer der beiden andern 
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Zahlen und das Product zu dem Logarithmus der letztgenannten 
Zahl zu addiren, resp. zu subtrahiren, je nachdem diese letzte Zahl 
kleiner oder grösser war, als diejenige, deren Logarithmus zu be- 
stimmen war. Es verhalten sich also bei sehr naheliegenden Zah- 
lenwerthen die Wachsthumer der Zahlen wie die Wachsthümer ih- 
rer Logarithmen. 
Es sei z. B. 

log n . 37245 = I 

log n . 37246 - 1' 

L — V^Jy 

so ist 

log ».37245,1 = 1 + 0,1.^=1' — 0,9.^ 
ßei dem practischen Rechnen bedient man sich nicht der 
natürlichen Logarithmen, sondern der künstlichen oder brigg^schen, 
deren Basis die Zahl 10 ist Dass für solche dieselben Gesetze 
gelten, wie für die natürlichen, mit Ausnahme derer, die auf der 
Reihenentwicklung der Zahl e beruhen, versteht sich von selbst. 
Zur Berechnung der brigg'schen Logarithmen gelangt man mittels 
folgender Betrachtung. Es seien / und V die Logarithmen dersel- 
ben Zahl für die Basis e und für die Basis 10; alsdann ist 
offenbar : 

15. (^ « 10^'. 
Daraus folgt unmittelbar: 

1=^ log n . («') =: log n. (10') -= /' . log. n . 10, 
also 

16. ^ = -. 777 . /, 

log. » . 10 

und ebenso umgekehrt 

17. / Ä . V 

log. art. br. e' 

Die Grösse z ^7. = 0,43429448. .... mit der man den 

log . n , 10 

natürlichen Logarithmen multipliciren muss, um^ den künstlichen zu 

erhalten, nennt man den Modulus des künstlichen Systems für das 

natürliche. Umgekehrt bedeutet also der reciproke Werth des 

künstlichen Logarithmus der Basis e: —, i— : s 

log. art. ortgg. e 

2,30258509 .... den Modul des natürlichen Logarithmensystems 
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fi1r das künstliche; mit ihm ist der kunstliche Logarithmus einer 
Zahl zu multipliciren, um den naturlichen derselben Zahl zu er- 
halten. 

Hierbei ist, wie die Definitionen ergeben: 
17. lg- n . 10 . lg, art. hr. e = 1. 



Zureiandzuranzlg^sites Kapitel. 

Kreis functionen. 

Molrre'sche Formel. Bezeichnet man die Quadratwurzel 
aus der negativen Einheil mit i, also 

t = v^^ . 

und führt die Multiplicalion der beiden Ausdrücke (cos ^ + 1 .sm ^). 
{cos \p-{-% sin ifj) aus, so erhält man 

cos <p . cosxp — sin y . sin rp-hi (cos (f sin rp 4- sin q> . cos xp) 
und somit ist: 

1. (cos (p -j-t sm (fi) (cos xp-hi sin xp) == cos {q)'{-'Xp) -h i . sin ((p-hip\ 
und daher ebenso: 

^ cos g> -{- i sin g> . . % . . . / . \ 

1 a. , , . . , = cos (9> — 1/;) 4-2 sxn {tp — xli). 

cos xp -{- 1 sin xp ^ ^ ^^ V 

Ist nun (p «= xp, so hat man sogleich: 

2. {cos (p'\- i sin qp)^ = cos 2q) -h isin 2g> 

oder^ wenn man die Multiplicationsreger wiederholt anwendet, all- 
gemein : 

3. {cos <p-hi sin (py = cos n(p -j- 1 sin ntp, 
* und ebenso: 

{cos q> — t sin y)" = cos ntp — isin ncp, 
wobei jedoch n eine ganze positive Zahl bedeutet. Diese Formel 
wird die Moivre'sche genannt. 

Daraus folgern wir ferner, dass: 

cos -^ ± t sin — I = cos 0) rt 1 sin w 
n nl 

und indem man auf beiden Seiten die nte Wurzel auszieht: 

1 O) (p 

4. (cos <p ± isin y)» = cos ^- =fc t sin — • 

9t n 

Es gilt also offenbar auch das Gesetz (3) für positiv gebrochene 
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Werihe von n. Deno man braucht nur Gleichung (4> auf beiden 
Seiten mit m zu potenziren, um die Gleichung (3) für positiv ge- 
brochene Exponenten zu erhalten. 

Da nun ferner, wie man sogleich einsieht, die Gleichung 
statt hat: 

5. ; — : — : = eOS (f — t Sttl CP, 

COS (jp -^ i Sin rp ^ 

so ist, wie man ohne Weiteres ersieht, auch das Gesetz (3) für 
negative, ganze und gebrochene Werihe des Exponenten gullig. 
Dabei erhält man aber bei gebrochenen Zahlen nup einen Werth 
der Wurzel, während die Radizirung deren n geben würde. 

Entwlckelung der Funktionen des T lelfachenelnes Win- 
kels. Aus der bewiesenen Moivre'schen Formel ergibt sich unmittelbar: 

{cos (p -hi sin (pY -h {cos (p i sin (pY 

6. cos ng> = — ^ 

{cos Cp -h I sin (pY — (cos (p — i sin y)* 
sin nip « öT 

Entwickelt man nun die rechte Seite dieser beiden Gleichungen 
nach dem binomischen Lehrsatz, so müssen in der ersten alle ima- 
ginären GHeder wegfallen und die reellen zweimal aufl'reten, wäh- 
rend in der zweiten Gleichung umgekehrt die reeffen wegflalleit trfrd 
man alle imaginären zweimal erhält, wodurch ebenfalls bei der Di- 
vision mit 3t das Imaginäre selbst wegfälK, denn das Reelle zur 
linken Seite kann nur etwas Reellem gleich sein; die entsprechen- 
den Glieder, die verschwinden müssen, tretefi auch zweimal und 
zwar mit umgekehrten Zeichen auf. Es ist also, wenn man noch 
bedenkt, dass 

,*« = + 1, f*«+» « + 1, 1^«+*^= - 1, t4«+» = — t ist: 

7. cos nq=cos^(p —«2 . cos^-'^q^ • sm^y -f- n^ . cos^^^ • sin*y — . . . . 
sin n(p = w, . cos^^^q . sin y — »13 . cos'^^tp . sm-'^^-l-nj . cos'^''^(p 

,sin^tp — 

Durch diese Gleichungen, die rechts eine endliche Anzahf von Glie- 
dern hat, wenn n positiv und ganz ist, dagegen eine Hnendliche 
Anzahl von Summanden, we* n n gebrochen odKr negaiiv ganz ist^ 
werden also die trigonometrischen Functionen des Vielfachen eines 
Winkels ausgedruckt durch die Functionen der einfachen Winkel. 
Dabei sind die Reihen stets convergent, da cos (p < 1 und sin y 
< ist. Umgekehrt könnte man auch cos^(p und sin^tp darstellen 
als abhangig von dem Cosinus und Sinus der Vietlaehen d«r togeü 
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g>. Doch würde dies uns allzuweit von unserem Ziele abfuh- 
ren. 

Setzt man in den obigen Formeln (7) die Beziehung ein: 

8. nw = X oder n = - , . 

so erhalten dieselben nach gehöriger Umformung die neue Form: 

9. cos X = cos^'y) 2^ ^^* ^' \ — ) 

X (a?--y)(a;— 2y)(a;— 3y) ^^^„_4 hm ^\^_ 

^, sin <p x.{x — g>Xx—2g)) „_8 / »m y \' 
stnx^ X, cos '»-^9) — ^ ^ — g~ — cos"" > . I — ^^ I 

Behält nun x denselben Werth bei , während man q> immer mehr 
und mehr abnehmen, alson immer mehr und mehr zunehmen lässt, 
so nähert sich die Entwicklung auf der rechten Seite immer mehr 
einer unendlichen Reihe, wenn n positiv ganz ist. Für g) 
sehr nahe der Null und gleich Null nimmt cos tp den Werth 1 und 

• 

ebenso zL. denselben Werth an , indem für kleine Bogen der 

Sinus gleich dem letzteren wird. Zugleich mit 9) « 0, wird n=oc 
und der cosx und sinx ergeben sich also alsdann als unendliche 
Reihen der Bogen x. Es ist also : 

.N ■< iC* ^A x^ 

(I) cosx = l-_+jf_^-h... 

,„. x^ ^ ofi x'^ . 

(II) stnx = aj ~ 3T+ 5] ~ 7T "*" • • • 

Diese Reihen, die offenbar für jeden Werth von x convergi- 

ren, da die Quotienten der Reihen: ^^ --^ und;^^ — tirs- iör jedes 

(2»— l)2n (2n-hl)2n ' 

X der. Null sich mehr und mehr nähern, stehen direct nicht mit 

den Exponential-Reihen im' Zusammenhang. Setzt man aber in die 

specielle Exponentialreihe 

-^^ r- 1 -t- jj -t- 2j -h gj -t- ... 

statt des reellen Fortschreitungsbuchstabens x die imaginäre Zahl 
xi^ so hat man sogleich, wenn man die Potenzen von t ent- 
wickelt: 

Dronke, Einleitiiag in die höhere Algebra. 16 
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*" = -^^ = ^ ■*■ T! ~" 2T ~ "3l ■*■ 4T "^ öT ~ 6T ~ T! ■*"■■• 
^^•=(i-5+ff-üT+-)+-^'(^ Jr+fr--) 

und somit ist, wie man aus Vergleichung dieser Formel mit (I) und 
(H) ersieht: 

(III) e^» Ä cos a; -h i sin x. 

Wandelt man das Zeichen des Exponenten um, so kann man diese 
Umwandlung des Zeichens der Zahl t zuschreiben und erhält daher 
entsprechend : 

(IV) «"^* =^ cos X — t sin a?, 

eine Formel, die wir auch durch Entwicklung der Reihe S^-^i hät- 
ten finden können ; denn es ist 



^ . , xi x^ , xh ^ X* x^i x^* 
^ "~^ 1! 2'. 31 ^4! 5! 6! ^••• 



11. 






Durch Combinaiion der beiden Grundgleichungen (IH) und 
(IV) erhält man für sin x und cos x also die Formein : 






cos X = 



. 2 

(V) 1 g«! g-« 

Durch die Art der Ableitung von (V), in welchen Gleichiin- 
gen der Sinus und Cosinus als Functionen von Exponential-Grössen 
entwickelt sind, ersieht man, dass auch auf diese letzteren die- 
selben Sätze wie auf die Sinus und Cosinus der ebenen Trigono- 
metrie angewandt tv'etd'en dürfen. 

Es sollen aber hier nur noch die einfacheren Gesetze der 
Winkelfunktionen mittels der Exponential-Grössen bewiesen werden. 
Es ist: 

1 2. COS^a7-f-Sm2a;=S: I I (e^»-j-e-a;i)2_(gxi_g-i:i)2 1 ^ I (4^,-^ :rt) 

Also 

sin^x ■i-cos'^x = 1. 
Ebenso ist: 

13. sin X . cos y = — < e^'" — g-^») (c»« + c-^* ) = j^ (e (*+^)» 

+ e('^' '0* — e - {"^-K' — e - {"^-^yy = I ( sin ix-{-y) -f- sin {x —y) ). 
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Auf gleiche Weise ist: 

14. cos X sin y = ;^. {^i -h c " ^0 (««'* — « - v») = jr {« ^""^'^^ 

„e^'^-y^' + e-C*-»)'* — e-(^+y)/ = i-((stn(a?+y) — mi{x—y)). 
Addirl man die beiden erhaltenen Resultate, so hat man : 

15. sin (J5 db y) = sin x . cos y^tcosx, sin y. 

Ebenso kann man, wie die Formeln (12) und (15), auch alle übri- 
gen Formeln der Winkelfunctionen ableiten, und es sind also die 
Kreisfunctionen und Winkelfunction völlig dasselbe. 

Es stellt von den Kreisfunctionen der Sinus die halbe zum 
doppelten Bogen gehörige Sehne, der Cosinus das dem Mittelpunkt 
des Kreises anliegende von dem Sinus abgeschniltene Stück des 
Grundradius ^^ar, von dessen Epdpunkt an man den. Bogen zählt. 
Und obige Formeln entwickeln also den Sinus und Cosinus als 
Reihen des Bogens. 

Für die übrigen trigonometrischen Functionen erhält man 
also durch ihre bekamiten Relationen zu dem Sinus und Cosinus 
die Gleichungen: 

1 ^ar' Q-xi 



16. 



tangx = -^. 



cotang x t= — 



1 «ari-j-^ 



XI 



I g«t g— XI 



Diese Functionen lassen sich aber nicht, wie der Sinus und Cosi- 
nus,^ in eine convergente Reihe entwickeln; den Grund hiervon wer- 
den wir später einsehen, sobald wir eine geometrische Darstellung 
der Functionen versuchen. 

Setzt man in sinx für x verschiedene Werllie, so ersehen 
wir sogleich aus den Gleichungen: 

17. sin{ — 0?) = — sin x , cos{ — x) = cos x, 

dass wir nur den Verlauf der beiden Functionen Sinus «nd Cosi- 
nus für positive Werthe z« betrachten brauchen, da der Verlauf 
von coax för »; = Obißa?»c~<x) ganz derselbe ist wie für,a;=0 
bis a?«c= + QC>, während der Sinus die andere oben angegebene 
Beziehung zwischen positiven und jiegativen Werthen von x hat. 

Zunächst soll die Sinusfunction näher betrachtet werden. 
För 0? == wird 

18. sin = 0. 
Ferner ist: 

sin {xdoh) = shi x cos h dt cos x . sin h, 

16* 
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Nimmt man nun h so klein an, dass h^ bei der Betrachlung ver- 
nachlässigt werden darf, so ist, wie man aus der Reihenentwick- 
lung ersieht, cosh = 1 und sin A s A, und somit 

19. sin (a? + Ä) = sin x :h cos x . h. 

Lässt man also den ßogen x um die Grösse h wachsen, so nimmt 
also der Sinus dieses ßogens um cosx .h zu oder bei kleiner wer- 
dendem Bogen um dieselbe Grösse ab. Statt cosx kann man aber 

auch schreiben ^1 — sin ^o; und erhält hierdurch als Wachsthum 

des Sinus die Form ^1 — sin'^x .h. Von a;=sO an wird also der 
Sinus stark wachsen, je grösser dagegen der Sinus wird, desto 
kleiner wird das Wachsthum desselben, ßei a;= ^tt erhält sin x 

den Werth f Für a; = j = ^ . 3,141592653 . . . aber wird ) 

20. sin -^ s= 1 und cos ö" = 0, 

d. h. der Sinus erreicht für den ßogen a; = -^ ein Maximum und 
nimmt somit, da cos l-^-^ y i = — cosl-^— g>\ ist, von da 

TT 

an in derselben Weise ab, wie er von a; = bis a; =-^ zugenom- 
men. Für a?s=77 hat man nun ferner: 

stn n == zstn -^*cos ^ 

also 

21. m7r==0. 

Von 0? = 77 an nimmt der Sinus wiederum für um h wach- 
sende und für um h abnehmende Bogen um h ab und zu. Da 
nun weiterhin 

22. sin (tt -h a?) Ä — sin x 

ist, somuss von x=7i an die Sinusfunction in derselben Weise nur mit 
negativem Zeichen verlaufen, wie von a;=Oan mit positivem Vorzeichen. 

Füra;== -^- wird alsdann sin -ö = — 1 und das Wachsthum der 

Function, welches dieselbe, da cos (7r-ha?) = — cosx ist, immer 
mehr verkleinerte, verschwindet alsdann, um von nun wieder posi- 

tiv zu werden , so dass also für a? == -^- der Sinus sein Minimum 
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— 1 erreicht. Die Function wächst nun wiederum und erreicht 
für a; «= 2 TT wiederum den Werth 0. üeber diese Grenze brau- 
chen wir nicht hinaus zu gehen, da offenbar (wie man mit Hülfe 
von Formel (15) ersehen kann) 

23. sin (2 TT -4- a?) = sin x 
ist. Also ist auch: 

sin (2 TT 4- 2 tt) = stn 2 TT == 
sin (4 n -f- •^) = sin (2 tt + a?) = sin x 
und allgemein: 

24. sin (2n7r -h a?) = sin x. 

Die Sinusfunction ist also periodisch, und der Kreisumfang (für den 
Kadius 1) ist der Bogen, für den jedesmal die Periode eintritt. 
Wollen wir also graphisch, ähnlich wie bei den ganzen algebrai- 
schen Functionen, den Verlauf der Sinusfunction darstellen, so 
brauchen wir uns nur den von a? — -bis a; = 2/1 herzustellen ; 
von da wird immer wieder dieselbe Form auftreten. Trägt man 
auf einer Horizonlallinie von einem Punkte aus die Werlhe 
von X ab und zwar nach der einen Seite hin die positiven, 
nach der anderen hin die negativen, errichtet in jedem Punkte 
der Horizontalen ein Perpendikel und macht dessen Länge gleich 
dem Werthe von sin a?, wobei x den Werth hat, der dem 
Fusspunkte des Perpendikels entspricht, — hierbei trägt man die 
positiven Werthe der Function nach oben auf den Perpendikeln 
ab, dagegen nach unten die Werlhe, welche negativ sind, — verbin- 
det alsdann die Endpunkte der aufeinander folgenden Perpen- 
dikel, so erhält man eine stetige gekrümmte Linie, die Sinusoide 
genannt. Die trigonometrische Tangente des Winkels, den die ße- 
rührungslinie in einem Punkte an die Sinusoide mit der Hori- 
zontalen bildet, ist gleich dem Werthe von cos x , wie man 
ohne Schwierigkeit aus den früheren Betrachtungen über die Dar- 
stellung algebraischer Functionen durch geometrische Curven und 
aus der Gleichung sm (aj + A) =s«n a? -f cosx .h für kleine ä er- 
sieht. Bedeutet a den Neigungswinkel der Berührungslinie gegen 
die Horizontale, so ist für a; = 0, s= 27r, = ^n u. s. f. ianq a «= 1, 

71 Ott 

also a = 45® ; für a? = ^; = -9- » = . • . ist lang a = 0, a = 0®, 

resp. = 180® ; für a; » tt, »= 3 tt, + . . ist ian^x »= — 1, « = 135® 

und für a? «s -^, = -ö u. s. f. endlich ist ian% a = 0®, also a == 



25. cos 
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180** oder 0°. Es nimmt also a von 0» bis zu 45" zu und als- 
dann wieder ab bis zu 0^, und von 180® ab bis zu 135® um als- 
dann wieder bis zu 180® zu wachsen u. s. f. Die Ausführung der 
graphischen Darstellung kann nach diesen Betrachtungen keine 
Schwierigkeil mehr haben. 

Um nun den Verlauf des Cosinus eines Bogens .r zu unter- 
suchen, bedarf man nur der Gleichung: 

. / 37t \ . /^ \ 

X == sinix ^1 = sin i-^ — x\ 

Es verläuft also die Curve, durch welche cos x dargestellt wird — 
die Cosinusoide — ebenso wie die Sinusoide; sie ist periodisch 
und die Periode ist gleich 27r. Nur treten die Maximumswerlhe 
ein für jr ;= 0, = 2 tc, 47r, ... = 2nn. Ein Minimum wird die 
Function für j: = tt, = 3 tf, ... = (2n+l) u. Null wird dieselbe 

bei X = — = -^,...u.s. f. Die trigonometrische Tangente des 

Neigungswinkels a der ßerührungslinie, eines Punktes der Cosinusoide 

gegen die Horizontale, wird bestimmt durch tanq a = — sm.r,. wie 

sogleich aus cos {x -j- A) ^=^ cosx — sin jr.h für kleine Werlhe von 

h folgt. 

Da bekanntlich 

sin X 

lang x ä 

cos X 

'ist, so muss die Tangente des Bogens x für j; = selbst s wer- 
den, bei graphischer Darstellung gehl die Curve durch den Null- 
punkt der Horizontalen. Für grösser werdende x wächst die Tangente 
mehr und mehr und zwar ersieht man ihre Zunahme am besten 
aus der Form 



26. \i — — 1 = tanq X. 

V cos^s ^ 

Da cos X anfangs von 0® an (wo es gleich der Einheit ist) schwach 

abnimmt, später aber stärker und stärker, so wächst die Tangente 

anfangs wenig, dann immer stärker und stärker und wird für x=~- 

unendlich, und zwar kann man dies sowol positiv als negativ neh- 
men. Alsdann wächst sie aus dem negativ Unendlichen, anfangs 
stark, dann weniger und wird für a; = tt wieder Null, um alsdann 
wieder weiter und weiter zu wachsen bis in's positiv Unendliche 
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n 
auf dieselbe Weise , wie von bis zu ^ . Da also lang x iür 

TT >>7ir »TT 

0? s= ^ , == -^ , = -^ u. s. f. unendlich wird , kann dieselbe 

nicht durch eine convergente Reihe, wie der Sinus oder der Cosi- 
nus^ dargestellt werden. Es ist die Tangente ebenfalls periodisch, 
die Perioden haben aber nur die Ausdehnung n. 

Für die Cotangente braucht man keine besonderen Betrach- 
tungen anzustellen; sie wird leicht bestimmt durch die Gleichung 

27. cotang x . lang a? = 1. 

Soll von irgend einem Bogen, der durch eine Zahl x darge- 
stellt wird, eine trigonometrische Function aufgesucht werden, so 
müssen wir, weil für jede der Werth , der 2nn + x entspricht, dem 
von X gleichkommt, so oft mal 27i abziehen, als möglich. Ist z.B. 
zu bestimmen sin 7 oder cos 7, so haben wir 

sin 7 = sin {l — 27i) = sin 0,7168 
cos 7 := cos (7—271)=: cos 0,7168 
Man könnte jetzt diese Werthe berechnen , indem man die Zahl 
0,7168 in die Reihen einsetzt; dies wurde jedoch eine längere 
Operation sein. Statt dessen kann man sich den Centriwinkel berech- 
nen, der zum Bogen 0,7168 gehört. Zu seiner Bestimmung hat 
man offenbar: 

a: 180 = 0,7168: TT, 
also 

«=5^I^^8^»410 4'86 
n 

Also mittels Logarithmen findet man: 

sin 7 = stn 0,7168 = 0,65712 

cos 7 = cos 0,7168 = 0,75378. 
Kehren wir nun zu den Betrachtungen der Reihen zurück. 
Setzt man in die Formeln 

sin X :^ X — öT + iTi • • • 

Ol 5! 

- 0?* a?* 
ca«iD = 1 - -+ — _ ... 

9n die Stelle des reellen x das imaginäre yi^ so hat man: 

28. sinyi^ii^y + |i + |J + |1 + . . . J. 

Diese Reihe, die mit i mulliplicirt wird, convergirt für jedes y. 
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Man köiiiile aucli tiiillels der Exponeiilial-Grössen setzen: 

29. smyi= -^ («^ " «~^) 

Für den Cosinus des imaginären Bogens erhält man: 

30. co52/e =H-|^-h|| + || 

Diese Reihe convergirt ebenfalls für jedes y und gibt einen reellen 
Cosinus, obschon der Bogen imaginär ist. Dies Verhältniss tritt 
noch deutlicher bei dem Ausdrucke von Cosinus in £xponential- 
Grössen hervor: 

Ol. CQ^ y\ == — -^ 

Fragt man sich nun nach dem Sinus und Cosinus der alige- 
meinen Zahl p + ?«, 
so hat man: 

si n (p ± q%) SS sin p, cos qi dz cos p. sin qiy 
cos{pdzqi) '=^co^p,cosqi^sinp.sinqi. 
Beide Ausdrücke lallen wieder unter die Form P-h(?t, geben also 
eine complexe Zahl. 



Dreinndzuranxig^Sftesi Kapitel. 

Hypergeometri&che Reihen, 
Ist in einer unendlichen Reihe der Quotient derselben con- 
stant, so nennt man dieselbe, ähnlich wie in den endlichen Reihen, 
eine geometrische. So ist z. B. die im Früheren bereits aufgetre- 
tene Reihe 

l -{- X 4-a;^-j-a?^ + ... in int. 
eine geometrische. Ist jedoch der Quotient der Reihe nicht con- 
stant, sondern enthält er ausser dem constanten Theile noch einen 
Factor, der von der Stellenzahl des Gliedes, das zur Bildung 
des Quotienten genommen, abhängig ist, so nennt man diese Reihe 
eine hypergeometrische (im weiteren Sinne). Daher sind die be- 
reits betrachteten specielleren Reihen, die binomischen, exponen- 
tiellen, logarithmischen und trigonometrischen, ebenfalls solche hy- 
pergeometrische. Wir wollen nun hier noch einige der vielfach in 
Anwendung kommenden Reihen und ihre Beziehungen zu einander 
erwähnen. Zunächst soll die von Gauss gegebene Reihe in ihren 
Eigenschaften betrachtet werden: 
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, , cc.ß , (x.a-{-l.ß.ß-fl ^a.a-\-lM-\-2.ß.ß-hl.ii-h2 « 
1. l+^—^arH — — x'-i ^=1^ — 0;^+., 

1-r 1.2* y.y+i 1.2.3. r.r-hi.r-^2 

Der Quotient der Reihe ist offenbar: 

a-i-n.ß-i-n 

- — =r-, a?. 

l + n.y + n 
Aus dieser Form des Quotienten ersieht man sofort, dass die Reihe 
eine hypergeometrische ist, so wie dass sie in eine geometrische 
übergeht, sobahd a oder ß den Werth 1 hat und zugleich die an- 
dere Constante des Zählers gleich y wird. Die Reihe kann nur 
convergiren wenn x<l und >( — 1) ist. Die drei Zahlen a,ßyy 
können beliebige Werthe annehmen, nur darf y nicht negativ und 
ganz sein, da sonst von einem bestimmten Gliede an alle den 
Werth oo erhielten. Sind a oder ß negativ und ganz, so bricht 
die Reihe an einem Gliede ab und die Reihe ist alsdann endlich, 
hat also für jedes x einen endlichen Werth. 

Noch deutlicher ersieht man die Bedingung der Convergenz 
aus der folgenden Form des Quotienten: 



1 4- «-±^ + ^ 
n nr 

n n^ 



.0? 



Je grösser n wird ^ desto mehr nähert sich der Coefficient von x 
der Einheit und es hängt nur von den Werthen der Constanten ab, 
ob derselbe grösser oder kleiner als diese bleibt. 

Bezeichnet man die Reihe, nach dem Vorgange von Gauss, 
durch F (a, ß, y, x), 

so ersieht man ohne Weiteres die Richtigkeit der folgenden Sätze: 
2 rF{a, ß, y, x) ^ F (ß, a, y, x) 

) diF(a,ß,y,x):^ ^,F(a-hh ß-hl. y-hhx) 

und: 

dlF{a,ß,y._x) = 



a .a+l.«+2...a+n-l./y./^+l .../y+n-l f^^_^,,^ß^n,y^n,x). 
y.y-\- l-y-i-n-^ 1 
Wir wollen sogleich an einem Beispiele die Anwendung die- 
ser Reihe zeigen. Es sei zu entwickeln die Formel 

(a* + 6*— 2aft.cosy)-" 
nach dem Cosinus der Vielfachen deö Winkels y. Es lässt sich 
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nun der Dignand leicht in das Product umwandeln, wenn noch 
a>6 angenommen wh*d: 

[a — b.(cos(p -\-t sin w) \\ a --:— : — 1 
^ ^'JL cos(p-{-isinq>\ 

Zur Abkürzung setzen wir statt cos (p -{- i sin (f die Zahl co; als- 
dann ist, da wir den binomischen Lehrsatz anwenden können, und 
da ferner w-\' (x)~^ =:2cos(p u. s. !. ist: 

— -1 ii ? ^ , n.n-f 1 6^ w .jri-hhn+2 6-^ 3 ) 

'"a2«r'*"la'^"^~r:2^?'^"*" 1.2.3 a^''' ^'' \' 
I. n 6 . n.n+1 6* « n.w+l.n+2 ^>^ , . / 
( 1 a 1.2a* 1.2.0 a^ ) 

n.n h' «.M.n-l-l.w-f-1 6* w.w+l.w+2.w.«4-l.n+2 6^ 



a-"M 11 a 



-1- 



^' 1.2 1.2 o*' 1.2.3.1.2.3 a 
nbi. n.«-l-l 6-, w.n+l.n+l.n+2 6* . ) ^ 

+7^172 7^+ T:2:2r3-v'^- -i-^^^^^ 

.w-hl 6-) , . w.n4-2 62 , «.n-hl.n-l-2.n+3 6* i ^ ^ 

+ ] 

Fuhrt man nun die Bezeichnung durch die Function F ein, so 
hat man: 

{a^-\-b'^-2ab co5fpl-"=a-^« F|(w,M,l,^2) + 2?^^/7(n,n+l,2,^y 



cos 






6" 
Es nähern sich hierbei offenbar die (^oeflicienten von -r.cosn(p 



fl» 



einer constanten Grenze, während < 1 bleibt. Ha nun durch 

a 

den Factor cos n (p periodisch die Vorzeichen sich ändern, so miiss 

die ganze Entwicklung der negativen Potenz eine convergente Reihe 

sein^ deren einzelne Summanden selbst convergente Reihen sind. 

Aus diesen obigen Entwicklungen ersieht man sogleich 
weiter, dass auch die binomischen Reihen u. s. f. sich au8 dieser 
hypergeom einsehen Reihe ableiten lassen. Denn offenbar, wenn 
^ = 0, erhält man für eine grade Potenz der Differenz a — b 
eine Entwicklung in einer Summe von Functionen. 
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Andererseits erhält man aber direct durch den Begriff der 
Heihe F die Relationen: 

(a+6)» = a»./^(-n, 1, 1, - ^), 

lg.n.{h\-\) = b . f (1,1,2, — Ä). 

Lässt man in der ursprünglichen Reihe (1) die eine Zahl, z. B. ß 
sehr slark wachsen und setzt statt des Fortschreitungsbuchstaben x 

den neuen -, so hat also das n\^ Glied der Reihe die Torrn: 

P 

a . of+1 ... a+n— 1 . ß . ff+l ... ß-\-n—l a" 
1.2.3 .„n.y . y -fl . yl^ ... y-i-n— 1 ' i^ 
Ist hierin ß sehr gross gegen n, so kann dies Glied annähernd 
gleich 

a . «+■! . a+2 ... «H-n — 1 „ 

M ! y . j'-f-l ... y-\-n — 1 
gesKzt werden. Bedenkt man nun noch, dass es bei Berechnung 
dieser stark convergirenden Reihen nur auf die ersten Glieder an- 
kommt, so kann man, unter k und k' genügend grosse Zahlen ver- 
standen, schreiben: 



gm jr = x.F^k, k', f , — -j^. |, 



4. 

.2 



cosx= Fyk,k',^, — -^j^) 



Ebenso lassen sich die früher angegebeneu Reihen, mittels 
deren der Cosinus und Sinus des Vielfachen eines Winkels durch 
dieselben Functionen des einfachen Bogens ausgedrückt werden, 

• 

darstellen als hypergeometrische Reihen. Es ist: 

n— 1 

sin n^ = n. sin y . cos (f . F(— ^n + 1, — ^ w + ^, #, — tg- tf) 

cos ntp =cos. <f *F{-~l^n, — ^n+^,^, — tg"^ g)), 

Lässt man in der ursprünglichen Form der Reihe (1) eine 
der beiden Zahlen a oder ß um die Einheit wachsen, so ergibt 
sich der Werth der neuen Function durch die Zerlegung eines 
jeden Gliedes in zwei neue, deren erstes dasselbe ist, wie das der 
ursprünglichen Reihe; es ist: 
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a.8 a.a-|-l ./J./S+l - 

6 1./^ , 2.a+l./g./g+l ^^ . 3.«+L«+2./g./y+l./y+2 , 
• + iV"''*" 1.2.y.y+l "*" 1.2.3.yr+l.y+2 "*■•" 

= *(a,/i?,r,a?) + /?a?.F(a+l, /9 + 1, y+ 1,0?) 
Somit hat man unter Berücksichtigung der Gleichung (2): 

F(a+1, ß, r> ^) = ^(«^ ß^ /» a?) +-a? . ö; jF(a, ß, y, a?), 

7. 1 ^ 
F{ayß-\-hY,x)=F(a,ß,Y\x)-\--x.ff^F{a,ß,Y,x), 

Durch Combination der beiden Formeln erhält man alsdann noch: 

8. F(a+l,/?+l, r,x)=:F(a,ß,r,x)'^^^x.d^ F(a, ß, y, x). 

Diese discutirte aligemeine hypergeometrische Reihe ist in der 
höheren Analysis und namentlich bei den bestimmten Integralen 
sehr wichtig; Anwendungen derselben werden wir noch später na- 
mentlich in den inversen Kreisfunctionen fmden. Hier wollen wir 
nur noch einige specieile Fälle der Reihe näher kennen lernen. 
Es seien k und k' , wie bereits früher angenommen wurde , zwei 
sehr grosse Zahlen, go dass die endliche Zahl n gegen dieselben ver- 
schwindet, so ist also: 

«/ 1 X. i . a . cf.a+l ff.a+l.a4-2 , , , 

^ ^ ^ 1-y 1.2.^y-hl 1.2.3.j^.y+l.y+2 

11 1 

V '"/r/: l.y 1.2.y.y+l 1.2.3. r.y-M;/H-2 

9. _ _ - _ _ _ 

Ä «.^1 «.«+l/9.i»41 1 K.»-|-l.ct+2./g./9 -|-l./?-^2l 

Diese drei hypergeometrischen Reihen sollen nach dem Vor- 
gange von Kummer bezeichnet werden der Reihe nach durch: 
(f (a, y, x), xjj (y, x) , X (^^ ß^ ^)- '" ^^^ beiden ersten darf offen- 
bar y nicht negativ und ganz sein, damit die Reihen convergiren 
können; die beiden ersten sind für jedes x convergent, dagegen ist 
die dritte, wenn nicht a oder ß negativ und ganz ist, nur semi- 
convergent für a?>l ; für a?<l divergirt dieselbe. In dieser letzten 
Reihe trilt x im Nenner auf und ist daher jedes Glied eine echt 
gebrochene Potenz, wesshalb sie nicht in den Kreis unserer Be- 
trachtung gehört; wir haben 'sie nur erwähnt, weil sie doch eine 
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hypergeometrische Reihe ist. Als Anwendungen dieser Reihen er- 
sehen wir sogleich 

10. cosa? = i/;(|,--|*), sma; = a.T/;(|, — |*), e^=9)(a,a,ii;) 

u. s. f. 

Zufolge der früheren Bezeichnungen hat man iolgende Relationen 
zwischen den verschiedenen Reihen: 

jj T (/r, a, ^) = 1/; (a, x) , 

V {a*a,xi) = xp (4, — f)-*-ia?.V^(-|,- f). 

Führt man noch die Multiplication zweier Reihen aus, z.B. 
(p (a, ß, x) . (f {y^ (J, — o;) und setzt alsdann « = /? = 1 und als- 
dann Y =^ Y — ^> so erhält man sofort noch die Relationen : 

ff (1, 1, x) . (y — <J. (J, — a?) = SP (y, ö, a?), 
also mit Beziehung auf die früheren Formeln : 

12. (fiy, d, x) = e^^ 9>(y — (J, d, — x). 
Ganz entsprechend ergiebt sich durch Multiplication: 

13. (f{a, 2a, x) = e' V^|a + |, ygl. 

Umgekehrt kann also t/; als abhängig von 9) erachtet werden:. 

14. 1/; (a, x) = ß~W'^ 9> (a — i 2a — 1, 4^0?). 

In Bezug auf die Derivationen hndet man rasch die Gesetze, 
die. demjenigen (2) von der Reihe F entsprechen. Es ist: 

öx<P (a, ß, x)::^ -r.q) (a+1, ß-hl, x) , 

15. P 

jdxXpia, x) = -.t/^(a+l, x). 

Aus diesen letzten Gleichungen ist man im Stande Schlüsse zu 
machen auf die Derivationen der Ehponentialgrössen u. s. f., doch 
wollen wir auf diesen Gegenstand , der weiter nicht in das Gebiet 
der Algebra gehört, auch nicht tiefer eingehen. Wir wollen zum 
Schlüsse dieses Abschnittes nur noch einer Reihe Erwähnung thun, 
die ebenfalls häufiger in den höheren Rechnungen auftritt und 
auch eine hypergeometrische ist, und die mit den ebengenannt^n 
in naher Beziehung steht. Es ist: 

. 1 1.1 11.1 

16. — — + :7ri — + -7-1 + 



« X + ^-^^0.^+ ^ ^:^^ ^t^ x^ + ... 

a a,a-\-l a.a-Hl.a + 2 
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Wir wolkn sie mit © («, x) bezeichnen» man hat alsdann $«ogIeich 
die Beziehung: 



17. 



ör ©- {a,x)s=i .di;tff(ci,x)-{- .@(a4-l,x\ 

dl e(a,x) ==:^{- -h \^^.).filtff(a,x)-i- ?— . ©(«+-2,0?) 

\a a-hi/ a.a-f-1 



u. s. f. 



TierniidziBraiiztgr'StefS Hapitel. 

Reihen mii complexen FortuchreUungshuchstdben. 

Nachdem die Functionen mit comj)lexen Fortschreilungsbuch- 
staben im Anschhiss aB jene mit reeHen Variahek) betrachtet wor- 
den, sollen nunmehr die aber Reihe« gewonnenen A«s4jkate 4i<ucb 
auf solche ausgedehnt werden, bei denen die auftretenden Zahlen 
complexe Grössen sind. 

, Hat man irgend eine Potenz-Reihe (die numerischen itiUen 
hiervon ja nur specielle Fälle) von der Form : 

und nähert sich diese Reihe, je mehr Glieder man aimmt, di»s4o 
nirhr und mehr einer endlichen Grenze, z. B. dem Wrrthe 

A-^Bi, 
so sagt man, die Reihe convergire; im umgekehrten Falle jedoch, 
wenn man keine» endb'chen Wertb atizngeben im Stande ist, dem 
sich die Reihe mit wachsender Anzahl der Glieder mehr und mehr 
nähert, wenn also die Reihe, über alle Grenzen hinaus wächst, 
nennt man auch diese Reihen divergent. Es ist nun hierbei klar, 
dass sowol A als auch B hei der oben angegebenen Reihenform 
<ler Werth von convergirenden Reihen, nämlich aQ+a^x-^a^x--\- ., 
und b^-\-hxX-\'h^x'^-\-., ist. Es gelten nun hierbei offenbar für 
diese beiden Reihen die früher bereits gegebenen Regeln. Eine 
andere Gestalt jedoch haben die Reihen, wenn der Fortschreitungs- 
buchstabe eine complexe Grösse ist, also z. B. 

Diese Form wollen wh- auch desshalb noch etwas näher un- 
tersuchen, weil wir hierbei, wenn wir die Umwandlung mittelst der 
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Polar-Coordinaten r und q) vornehmen, Reihen erhallen, die schon 
am Ende des vorigen Kapitels aufgetreten sind. Setzen wir: 

X'{'yi^r{cos y+i.sm 9?), 
wo zwischen a?, y und r, (f die bekannten Relationen bestehen, so 
erhält man unter Berücksichtigung der Moivre'schen Formel statt 
(2) die neue Reihe: 

3. a^-i- üi .r (cos cp -h isin fp)-^' (hr'^ (cos 2(f -\- i . sin2(p) 

-h üf^r^ (cos3y+f sm3qp) -f- ... 
Convergirt diese nun und nimmt den Werth S an, so muss dieser 
wiederum die Form haben: 

4. 5=P-f-0t 

und hierbei sind P und Q Functionen der beiden Grössen r und 
(p, oder X und y. Die Bedingungen der Convergenz müssen daher 
andere sein, als die der Form (1), d.h. die früher über Reihen 
mit nur reellen Grössen gegebenen. 

Betrachten wir z. B. die geometrische Reihe: 

l-hx-hx^-l-a?^-!-..., 
so convergirt dieselbe (bei reellem .r), sobald x<X ist. Nehmen 
wir als Werth derselben die Summe der n ersten Glieder, so macht 
man einen leicht bestimmbaren Fehler. Es ist nämlich 

1—x l—x 

Der wirkliche Werth der Reihe ist z und daher ist der Fehler, 

\—x 

den man macht, indem man n Glieder zur Berechnung anwendet, 

r: , der sich der Null in's Unbegrenzte nähert, je grösser n ge- 

noßimen wird. Nehmen wir nun statt x die Complexe x-\-yi als 
Quotienten der Reihe, und wandelt diese in r (cos y -f-t sin qp) um, 
so ist jetzt die zu betrachtende geometrische Reüie von der Form: 

1+r (cos q>-\-i sin y) -f-r^ (cos 2g) H- isin2(p) -1- ... 
Nehmen wir auch hierin die Summe Sn der ersten w Glieder: 
Sn=l 4-r(cos9>4-t sin q>) ^r\cos 2cp-{-isin2(f)+..-\-7\cos ntp + i sin ny ). 
Dies ist aber offenbar entstanden aus dem Ausdrucke: 

1 r" ( cos n q^-{-i sin n y ) 

1— rcoscp — r i.sin q) 1 —rcos ip — r isin <p 

Nimmt man also die Summe der n ersten Glieder als den Werth 
der ganzen Reihe, so macht man einen Fehler, dessen Grösse durch 
den ebengegebenen zweiten Quotienten bestimmt wird; wir haben 
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daher nur zu untersuchen , ob dieser mit wachsendem u sich der 
Null in's Unbegrenzte nähert, um zu bestimmen, ob die Reihe con- 
vergirt, oder nicht. Machen wir daher zunächst den Divisor des 
Quotienten reell und multipliciren zu dem Behufe Zähler und Nen- 
ner mit 1 — rcosq)-\-irstn^, so erhält man: 

r^(cosn(p-\-isinn(f) — r^'^^(cos(n — l)q)-i-istn(n — l)g)) 

l—2rcos(p-hr^ 
Sucht man den Modul dieses Ausdrucks, so findet man für den- 
selben : 



und das zugehörige Argument xfj bestimmt sich durch die Glei- 
chungen: • 



cosnw —r.cosn — lop 
cosilf=z ■^ j^^ 



(1— 2r.cosqp4-r^) 



2\ö 



. , sinnw — r.sinn — If/) 
stn xp = 

(1 — 2rxos (p-\-r^)^ 
Somit hat der Quotient, der den Fehler angibt^ wenn man statt 
aller Glieder bei der Summation der Beihe nur n Glieder nimmt, 

die Form: 

Q{cosxp-\-isinxp). 
Da nun cosxp und sinxl) stets kleiner als die Einheit sind, so 
kommt es bei der Bestimmung der Convergenz lediglich auf die 
Grösse des Moduls q an. Derselbe hängt aber, wie man ersieht, 
da sein Nenner eine endliche, für jedes n gleiche Zahl ist, von r^ 
ab und somit muss, damit sich q mit wachsendem n der Null in's 
Unbegrenzte nähere, r<-i-l und > — 1 sein. Es convergirt also 
die unendliche geometrische Reihe 

\-\-r{.cos (f isin (p) + r^ {cos 2q>-\- i sin 2(p) + ... 
oder: 

l + {x-\ryt) -{- (X'\-yiY -\r ... 

sobald r = yJx^-{-y^ kleiner als die positive und grösser als die 
negative Einheit ist. Dass hierbei, in der ersten Form der Reihe, 
der Winkel q> wächst, hat, wie wir bereits früher bei der Entwick- 
hing v^n (a^-hÄ^ — 2ab cos q))~'^ bemerkt haben, auf die Conver- 
genz der Reihe keinen Einfluss; ist q> eine commensurable Zahl, 
ein aliquoter (endlicher Bruch -)Theil von tt, so werden sowol die 
beiden reellen Reihen, aus denen die complexe besteht, periodisch 
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mit den Vorzeichen; ist jedoch (p nicht commensurabel , so wech- 
seln die Zeichen ebenfalls, wenn auch nicht in gleichen Perioden; 
jedenfalls aber bleiben die einzelnen Glieder tosn^p und sinncp 
kleiner als die Einheit. 

Kehren wir nun zu den allgemeinen Reihen complexer Gros- 
sen zurück; es sei zu betrachten 
28. aQ-hüi (x-{-yi) -[- üt (x-\-yi)^ -{-.., 

wobei ÜQ, «I, 02, U.S. f. Constante bedeuten, die endlich bleiben 
soweit man auch fortschreiten mag. Wandeln wir nun diese Reihe 
in die Form (21) um und theiien sie in die beiden Reihen 

{üQ-hai . r . CO« 9? -j-fli . r^. cos 2qp H- ...) 
+-(ai . r . »m y H-aj. r^.stn2y-|-...).t 
ein, bedenken dabei, dass die Ausdrucke cos if>^ cos 2g) ... , sin'ip, 
sin2(p ... stets kleiner als die Einheil bleiben, und dabei periodi- 
sche oder unperiodische Zeichenwechsel in der unendlichen Reihe 
veranlassen, so ersehen wir sogleich, da^s diese Reihen (24) con- 
vergiren werden, sobald die folgende Reihe convergirt : 
2ö. Äg -h «1 r + a, r^ -1- fl3 r '4- ... 

Die Redingungen der Convergenz dieser Reihe sind bekannt. Es 
muss der Quotient derselben 

an-r'' ün 

an-ir"-^ an-\ 

kleiner als die Einheit sein und dabei sich dieser nicht als Grenze 
mehr und mehr nähern. Es muss daher im Allgemeinen 

26. -^^ = 1 und r < 1 

oder 

r < 

sein, damit <lie Reihe (25) und somit auch die ursprunghche der 
complexen Grösse x-^-yi convergire. 

Ist = 1 und r = 1 , so ist die Reihe oscillirend für 

cp = — TT, WO m eine ganze Zahl bedeutet. Daraus ersehen wir 
m 

aber auch, dass die Reihe divergirt, wenn nicht der Quotient der 

Reihe kleiner und kleiner wird, d.h. es muss stets der Modul r 

der complexen Zahl grösser als die negative und kleiner als die 

positive Einheit sein, wenn nicht der Coef fielen t der einzelnen Glie- 

Dronke, Einleitung in die liöhere Algebra. 17 
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der (wie bei den Exponentialreihen z. B.) ein immer kleiner und 
kleiner werdender Bruch ist. 

Beispiele zu den vorhergehenden Betrachlungen haben wir 
bereits in den Irüheren Capileln (namentlich bei den Exponential- 
und trigonometrischen Beihen) gehabt und werden sie in den fol- 
genden Abschnitten noch zahlreich wiederfinden, so dass wir die 
besonderen Fälle nicht mehr hier durchzunehmen brauchen, und 
es soll nur die Summation einer einzigen Beihe gezeigt werden. 

Es sei gegeben die binomische Beihe: 

Am = 1 + w*i . {x-^-yO-hm^ {x-^-yif + . . ., 
wobei m eine beliebige Zahl und m,, mj... ihre Binomial-Coeffi- 
cienlen bedeuten mögen. Ist m ganz und positiv, so bricht die 
Beihe mit dem m^^n Gliede ab. Ist dies jedoch nicht der Fall, so 
convergirt die Beihe nur für Va?^-f-y^>— 1 und <+l , und dies 
letztere Verhältniss wollen wir annehmen. Führen wir die Um- 
formung in r und q> ein, so erhalten wir die Beihe: 
ji^ = l-i-fWi . r {cos 9) + 1 sin y ) 4- m^ . r^ . (cos 2(p + 1 sin 2(p) +... 
Zufolge der früheren Gesetze über die Beihen, welche offenbar 
auch über die Beihen complexer Grössen gelten, wenn sie nicht 
etwa direct von der Beellität der Zahlen abhängig sind, — eine 
Voraussetzung, die hier nicht stattfindet, — hat man hier successive 
die Beziehungen: 

Rm • Am' = Rm-\-m' 9 

JRm^RlL 

^ n j 

(H,r = Rm , 

und somit ist hier: 

Am = ll + w, .r. (cos9) + tsm9))|»«. 

Diese Form lässt sich nun leicht noch weiter umwandeln. 
Wir fuhren ein : 

=■ (l4-2r . cos y + r») 4 

l+rcosy . . r sin <p 
cos tp = -, smt//= — - — , 

r sin (f 

oder tang ij) = =-, — —rzTf 
it 7 l_j-^ cos (p 

wo durch die letzte Gleichung allein jedoch nicht bestimmt ist, ob 
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tp im ersten oder dritten resp. im zweiten oder vierten Quadran- 
ten liegt. Besteben die obigen Gleicbungen, so sagt man, dass um- 
geiiehrt die Grösse i// der Bogen (arcus) des Cosinus sei^ dergleicb 

1+r cos9> , , ^ j o- A . . . r,sin(p . 
, oder der Bogen des Sinus, der gleich u. s. t , 

Q Q 

und schreibt: 

xp = arc, cos 

Q 

r . sin w r sin w 

%p = arc. Sin -^ xp^arctang. 



Es genügt aber, wie wir wissen, nicht blos das zwischen und 2Tt 
liegende Argument xp den obigen Gleichungen, sondern, unter n ir- 
gend eine ganze Zahl verstanden, jeder Bogen 

xp + 2n7r. 
Man kann daher unter Berücksichtigung der gewonnenen Besultate 
jetzt schreiben : 

1 -H m r {cos (f-\-i sin y) = [1 -4- 2r . cos y H- r^] *. 

(r sin^ , „ \ . . . / . rsinw^ci \\ 
arc, lang. -. h2n7r l-|- t sin 1 arc. lang, -^ ^— + Znn ]? 
^ l-\'rcosq> ! \ l-frcosy /) 

und somit ist: 

a*** ^ r r ^in w 1 

Am ==» [ l-4-2r . cos cp -f- r^] . \cos m 1 2nTc -f- arc. tg. ^ — '• — -— 1 

/ L l-\-r.cos(pj 



+ 



[^ , ^ rstnq) 1 
znTt-hare. tg, 7- ^— 1 
1+r. cos qpJ 



Die Vieldeutigkeit der Reihe ersieht man in dieser Formel 
und zugleich ist die Summation der binomischen Reihe ausgeführt. 
Umgekehrt ersehen wir in dieser Gleichung die Möglichkeit und 
die Form der Entwicklung von (l+2r . cosy + r^)'". 



17 
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FAnfnndziBraiiKlipsteiii Kapitel. 

Allgemeine Zahlen. 

Logarithmen. Bei Hetrachlung der Potenzen und Logarilh- 
inen gehl man von der Form A^ aus und nimmt zunächst hieibei 
den Dignanden .4 reell und den Exponenten x positiv oder nega- 
tiv ganz; alsdann betrachtet man die Potenzen mit gebrochenen 
Exponenten, wobei jedoch die Basis positiv bleiben musste. Bei 
den speciellen Reihen (Potenzialreiben und Kreisfunctionen) konnte 
der Exponent der Potenz A^ beliebig, reell oder imaginär, sein, 
der Dignand A blieb aber positiv und also log A reell. Es soll 
nun noch der Fall betrachtet werden, wo sowohl x als auch A be- 
liebige Werthe annehmen. Unter A'' verstanden wir die Reibe : 

, . x.{l.A) , xKqA)^ . «•«•") 

1 . n Y\ ' ^1 1- ... = c 

4 

In diesem Abschnitte sollen alle diejenigen Werthe betrachtet wer- 
den, welche /. A annehmen kann. Wir fragen uns daher nach dem 
natürUchen Logarithmen der allgemeineu Zahl p -f- qi. Er wird 
offenbar wiederum die Form a -f- ßi haben und zur Bestimmung 
aller Werthe, welche die Grössen « und ß annehmen können, hat 
man die Gleichung: 

2. « «-p + ^. 
Wir haben daher: 

3. p-i-qf^e =e. e =e {cosp -k-xsxnß). 

Soll diese Gleichung bestehen, so muss der reelle Theil der einen 
Seite dem reellen Theil der anderen Seite, und der imaginäre dem 
imaginären gleich sein. Man hat daher: 

p =: e ' cos ß 

4. und 

q = e ^sin ß. 
Zufolge der Schlussbemerkungen im Abschnitte über die Kreis- 
functionen haben wir für den Modulus r und das Argument ß die 
Bestimmungen : 

r^ = 6*M = p2 -j- ^2 oder 



r 
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P 
cosß==- ■ , sinß ^ 



^pt^qi ^p2^q2 

Die zu bestimmende Grösse a ist der natürliche Logarithmus von 

r — und zwar der einzige reelle Werth des Logarithmus, so wie 

er sich aus den früher entwickelten Reihen ergibt — und man 

hat demgemäss 

6. a = log, real, nat. r . 

Für den Bogen ß kann man aus den obigen Gleichungen stets einen 

reellen Werth finden, der zwischen und 2n liegt; wir wollen 

diesen Bogen mit (f bezeichnen; alsdann genügen den obigen (ijei- 

chungen alle Bogen von der Form 2nn-^(fj wo w eine ganze Zahl 

bedeutet. Bezeichnet man mit log. gen. (generaW) allgemein jeden 

möglichen Logarithmus einer Zahl, so hat man also gemäss der 

vorausgegangenen Betrachtungen : 

(I) log. gen. nat. {p-i-qi) ^^ log. real. nat. r-\-(2n7i-{-(p) i 

Es gibt also unendlich viele Werrhe für den log, gen.; dieselben 

unterscheiden sich aber alle nur durch Vielfache von einem ganzen 

imaginären Kreisumfang vom Radius 1 (27r0- 

Beispiel. Es sei der allgemeine Logarithmus von dei Zahl 
„+a^^ zu betrachten; alsdann ist, da nach den vorhergehenden 
Formeln g=ö wird, die Norm r^a. Zur Bestimmung des Argu- 
mentes (f hat man die Gleichungen 

cos(p '^— = 1 «tn cp = U , 
a 

also ist 9)»0. Dies in die Formel (1) eingesetzt gibt also 

log, gen. nat (-{-0)^= log. real nat, a-i-2n7ti. 

Der einzige reelle Werth des Logarithmen wird in dieser Forme 

hervorgebracht durch n = 0, alle übrigen Werthe sind complex. 

Nimmt man die Zahl — a, und sucht deren Logarithmen^ so 

ist wiederum 

r = a, 

dagegen erhält man das Argument (f aus der Gleichung 

cos g> = =« — 1, sm 0) -« 0, 

a 

also ist q>^n. Somit wird der Ausdruck des allgemeinen Loga- 

rithmeD von — a 

log. gen. nat. ( — a) « log. real. nat. a -h (2 n-k-i) m. 

Da nun (2 n+1) m für keinen Werth von n — das stets eine ganze 
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Zaiil isl — verschwindet, so gibt es also keinen reellen Logarith- 
men einer negativen Zahl , sondern nur imaginäre. 

In's Besondere ist: 
log. gen. n. (+1) == log. real n. 1 -h 2n7ri =« 2 n^rt 
log, gen n. ( — 1)= log. real w. l + (2n-4-l)7rtÄ=(2n+l)7rt. 

Die allgemeinen Logarithmen der positiven Einheit sind also die 
graden Vielfachen von m\ während die der negativen Einheit die 
ungraden Vielfachen derselben Zahl ni bilden. 

Um nun den allgemeinen Logarithmus einer Zahl in einem 
anderen als dem natürlichen Systeme zu bestimmen, bedarf es 
keiner besonderen Formeln, da bereits die bei der logarithmi- 
sehen Reihe gegebenen Formeln hinreichen, um den Logarith- 
mus einer Zahl für das natürliche System umzuwandeln in einen 
solchen irgend eines anderen Systems. Dabei ist jedoch zu beach- 
ten, dass der Modulus des künstlichen Systems für das naturliche 
stets den früher angegebenen reellen Werth hat. 

Allgemeine Potenzen. Sind in dem vorigen Abschnitte 
die Potenzen mit imaginären Exponenten jedoch reeller Basis be- 
trachtet worden, so betrachtet man jetzt die Potenzen mit imagi- 
närem Dignanden und imaginärem Exponenten. Die allgemeine 

Form hierfür ist (p-{-qi) ^'^P*, Nach den früheren Definitionen 
kann man aber setzen: 

Bedeutet r den Modul und q> das zwischen und 27r liegende Ar- 
gument der Complexen p-i-qt, so kann man die allgemeine Potenz 
in die Form bringen: 

8. (p-i-qi) "+^* « e ("+ ^'^ \l09.real.n.r+(2nn^(p)i\ 

a« g I« iog. real. n. r — /9 (2 njr -f- (p)\ ^ ^ß . hg. real, n. r + (2 »m-f- ip)] i 

Setzt man abkürzend: 

Q I a . log, real. n. r — /? (2 htt -h 9>) =» P 

iß.log. real n, r +a(2n7r + qp) « Q 
so hat man jetzt die Formen: 

10. ip-hqt) ^' =e ^^=e c^*«e (cos Q-\-i sinQ). 
In diesen tritt deutlich hervor, dass die Potenzen von complexen 
Grössen mit einem complexen Exponenten wiederum selbst com- 
plexe Grossen sind. 
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Aus den obigen Gleichungen (8) ersieht man unmittelbar, 
dass es nicht blos eine sondern unendlich viele Entwicklungen für 
eine allgemeine Potenz gibt, die sich alle von einander unterschei- 
den durch die Verschiedenheit der Werthe n im Factor 

^ Um die specielleren Fäll« zu betrachten, nehme man zu- 
nächst ß=^0 an, d.h. der Exponent wird reell; alsdann erhält 
man sogleich: 

11. (p-i-qi) « = ««•% ^«^^- ^- ^ g « (w^+ y) i 

= g " • %. real n. r j^^^ ^^ ^g n7r+y )] + i sin [a (2 htt + (p) ] | 

== r" \cos [a (2 n7t-\-(f)] + i . sin [a (2 htt -1- y ) ] | . 
Hierbei bedeutet bekanntlich : 

9 
(p = arc. tang. - . 

P 
Ist in dieser Formel (11) a eine commensurable Zahl, so er- 
hält man offenbar nur eine bestimmte, endliche Anzahl von wirk- 
lich von einander verschiedenen Werthen, iür den Logarithmus, 
während eine Potenz von incommensurablem Exponenten unendlich 
viele von einander verschiedene Werthe hat. Setzt man z. ß. statt 
a den Bruch ^ , wo m eine ganze Zahl bedeutet, so erhält man für 

die Potenz mit gebrochenem Exponenten, d. h. für eine Wurzel die 
Gleichung: 

12. (p-hqt) S"^ ^p + qt = ;ifr.\cos ~^ + « sm ^p^ \ 

Es unterscheiden sich jetzt nicht mehr, wie früher, die Werthe 
durch das Wachsen des Arguments um 2n (wodurch der absolute 
Werth des Cosinus und Sinus nicht geändert wird), sondern um 

2^ 

— ; lässt man also n alle Werthe zwischen und m — 1 anneh- 

m 

men, so erLält man m verschiedene Wurzelwerthe ; wächst dann n 
zwischen m und 2tn — 1, so erhält man wiederum- dieselben m 
Werthe, wie eben u. s. f. , da ja 

. 2vn-{'W , 2(»i-h»')7r-ha) 

sin =«»in ^, 

m m 

2vn-^q) 2(m-hv)7i-h(f 
cos — '^COS — . 

m m 



— 242 — 

Es llelern aber nun auch diejei>igen Werthe von m, die zwischci 

— 1 und — m liegen, dieselben Wurzelwerthe, welche die Werthe 
von n zwischen und -\-m — 1 ergeben; denn es ist, wenn 

(w)>W>0: 

— 2v7i-i-(p 2 ( m — v) u-i-w 

cos = cos — - — — . 

m . m ^ 

. — 2vn-\-w . 2(m v^Tc-hw 
sin i«rsjn- ^ __L. 

m m 

Ebenso erbält man auch für negative n, die absolut genommen 
zwischen je zwei aufeinander folgenden Vielfachen von m liegen, 
für den Cosinus und für den Sinus, a'so auch für die Wurzel, die- 
selben Wertbe, die wir aus n«=0 bis « =*= m — 1 abgeleitet haben. 
Es hat also die m^^ Wurzel aus einer Zalil m verschiedene Werthe. 
Setzt man in der allgemeinen Formel ^=0, betrachtet also 
die Wurzel reeller Zahlen, so hat man zunächst zU unterscheiden, 
ob p positiv oder negativ ist. Wir wollen statt p daher -\-a und 

— a setzen. In beiden Fällen ist der Modul 

r = -|-a 
und für das Argument (p haben wir im Falle einer positiven Zahl 
die Gleichung 

13. cos y> s=z - SS -i- 1, sin <» « 

a ^ 

und in dem Falle einer negativen Basis 

14. cos w = -- — = — 1 , sf n cp = 0. 

Aus den Gleichungen (13) leiten wir sofort (j^n Werlh ab 

9 = 
und aus den Gleichungen (14) findet man für das Argument qp den 
Werth (f = n. 

Wir haben also: 

15. j-ha == I Vö P \^^^ htstn , 

.r. "^1 — / iz\ i (2n+l)7r . . (2ii+l)7r 

16. . V~« -(yl'jl^os +,«n ~-^ 

Wir wollen zunächst die Wurzel der positiven Zahl a gdnau6^ un- 
tersuchen. Setzt man für n der Heihe riach die Werthe 0,1,2,3... 
m ~ 1 ein, so hat man für die Bogen die Werthe: 

0,.—. 27€, - ,2n, — .27r, ~.27r...— ^ .27r 
m m m m m 
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oder 

^2 4 6 2(m— 1) 

U, n , — TT, — TT, . . . . TC, 

m mm m 

Denkt man sich einen Kreis und trägt von einem Punkt A 
aus auf dem Umfange die obigen Werthe des Bogens ab, theilt also 
die Peripherie in m gleiche Theile, so hat man zu unterscheiden, 
ob m eine grade oder eine ungrade Zahl ist. 

1) Ist tn grade also = 2f^i, so erhält man einen Bogenwerlh, 

~- . 27i: = TT, es fällt also ein Tbeilpunkt in den dem Punkte A 

(für qp = 0) diametral entgegengesetzten Punkt B (für (f}=n) 
Es verschwindet also in diesem Falle für die beiden ange- 
führten Bogenwerthe der Sinus, d. h. der imaginäre Theii der 
Wurzel , während cos — 4- 1 und cos tt = — 1 wird. Demge- 
luäss erhält man die beiden reellen Werthe 



7+ a «4- Qa) und 7+ a (^a) 

Die übrigen (m — 2) Werthe des Bogens geben keine reellen, son- 
dern nur complexe Werthe: 



O a) \cos — TT 4- 1 . sin — rt \ 
(^a) \cos — TT+t.sm — n 



m m 



M-\ I . 2(w— 1) ^ _^ . . 2(m— 1) 
wa) {COS —n-htstn 



71 J- 

m m S 

2 
Hierbei sehen wir sofort, dass je zwei Bogen, wie z.B. — it und 

2 (w— 1) ^ A yy und ^ (^~^^ 71 U.S. f. sich zu 2 TT ergänzen ; die 
m m ^ m 

Cosinus solcher Bogen sind einander gleich und die Sinus haben 
denselben absoluten Werth, sind aber von umgekehrtem Vorzei- 
chen, so dass man auch die complexe Wurzeln so schreiben kann : 

2 '2 

C"/a) Jcos — 7r4-t sin — ^ l 
V ^ ) w* m ) 
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^>) 1'"' m"" ""'*'*'* m^! 



(y«) l 



2 . . 2 

C08 — TT — 1 5tn — n 



Hierbei geben jederzeit 2 Wiirzelwerthe, die sich nur durch das 
Vorzeichen des Sinus unterscheiden, miteinander multiplicirt den 

VVerth Q^) , also eine reelle Zahl. 

2) Ist m, der Wurzelexponent, eine ungrade Zahl, wäh- 
rend a positiv bleibt, so erhält man, wenn man n alle zwischen .0 
und m — 1 (incl.) liegenden Werthe annehmen lässt , die folgen- 
den Bogen: 

^246 2(m— 1) 

0, TT, TT, TT,... 7t. 

^ m m m m 

Trägt man diese Bogen von einem Punkte Ä (iür den ^«0 
ist) an auf der Kreisperipherie ab, so ersieht man sogleich, 
dass kein Theilpunkt in den A diametral entgegengesetzten Punkt 
fallt. Es verschwindet daher der Sinus nur für n=0 (und ent- 
sprechend für ti'^m, n = 2m u. s. f.)> d.h. es gibt unter den m 
verschiedenen Wurzeln nur eine einzige reelle, nämlich 

wir"! iwj 

und die übrigen Wurzeln bleiben wiederum alle complex. Bedenkt 

man dabei wiederum, dass je 2 Bogen, wie — tc und — ^^ nr, 

mm 

sich zu 271: ergänzen, somit deren Cosinus gleich und deren Sinus 
von umgekehrten Zeichen und gleichem absoluten Werthe sind, so 
erhält man die Wurzeln: 

2 2 

/jf a) [cos — TT-l-tsfn — n\ 

\^ \ m m S 

— * I 4 4 

f^a) \cos — 7€-hisin— Tri 
W ( m m \ 






Auch hierbei ist wiederum: 
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'»r~\ i 2v . 2v j «, • j 2v . . 2 . 

J a) jcos — TT+i.sm — ^ [(Ja) 5^05 — tt — tsin' — rt { 

Ist nun ferner die Wurzel aus einer negativen Zahl a auszu- 
ziehen, so hat man in Gleichung (16) wiederum alle Werthe von 
n einzusetzen und findet die Bogen: 

13 5 7 2m-l 

— n, TT, TT, TT . . . ^. 

m m m m m 

Auch hietbei hat man zu unterscheiden, ob m grade oder ungrade 
ist. Ist m grade, so fallt bei einer Theilung der Kreisperiphe- 
rie kein Theilpunkt in den dem Anfangspunkte A diametral ge- 
genüberliegenden Punkt ß, da auf beiden Halbkreisen AB eine 
gleiche Anzahl von Theilpunkten liegt und keiner derselben in Ä 

sich befinden kann, sondern der erste von A um den Bogen — n 

m 

entfernt liegt. Je 2 Bogen ergänzen sich zu 2n, alle Wurzeln sind 

complex und je zwei haben wiederum die conjugirten complexen 

Formen jp+^t und p— jf. 

Ist dagegen m ungrade, so muss, weil der Anfangspunkt 

i (^ssO) keinen Theilpunkt selbst gibt, in B ein solcher liegen. 

^ w— 1 ^ 
2 . ^-+1 

Es verschwindet also für den einen Bogen z 7r=7r 

m 

der Sinus, d. h. der imaginäre Theil der Wurzel, während cos 7r = — 1 

ist, also hat j' — o in diesem Falle den einen reellen Werth: 

und (m— 1) verschiedene complex£ Werthe, die wieder je 2 mit 
einander multiplicirt Qa)^ geben, da sie sich nur durch das Vor- 
zeichen von t unterscheiden. 

Die ganze vorhergehende Discussion lässt sich auf die Be- 
trachtung der Wurzeln aus der Zahl 1 zurückfuhren; denn man 
kann setzen: 

17. . 7T=(7a)^T 

Es ist nun offenbar, da hierin der Modul r = -h 1 ist: 

2nTc . . 2nn 2n7r 

18. >/l = 



+ i sin h e ~zr^ t 



cos ~Z r e sin -— r c „j 

m tn 

_ 2n+l . . . 2n + l 2"+! . 
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•n, 



Bezeichnet man e *" mit dem Bachstaben €, so sind «^ €*,£*,... 
£ 2(w-i) die Wurzeln aus der Zahl (-1- 1). Multiplicirt man je eine 
Anzahl derselben mit einander, so erhält man z. B. : 

19. €- .€ \fi * = e ^ * =6 

wo X=^v-^v^'\'V.j, gesetzt ist. Daraus schliesst man unmittelbar, 
dass dies Product selbst wiederum eine Wurzel der Zahl (-1- 1) ist, , 
da der Ausdruck dieselbe Form, wie die Wurzel, hat. Potenzirt 
man eine Wurzel, so hat man wiederum eine solche; denn es ist 

20. («'")* =e 

Kbenso ergibt die Division zweier Ausdrücke wiederum einen Wur- 
zelwerth. 

Nehmen wir z. B. m = 3 an, so haben wir die drei Wurzel- 

werthe von V+ 1 

21. 1, |cos|7r + isin'^nu ^c.os^n + isin^nu 
wobei wiederum: 

cos^n + i sin $ tt = cos f tt — t sin f n. 
Es ist nun hierbei cos ^n^^ — ^ und sin f ^ = i V^ und somit 
sind die drei Werthe der Cubikwurzel aus der Zahl 4- 1: 

Werden diese Wurzeln mit einander multiplicirt, dividirt oder po- 
tenzirt, so erhält man doch stets wieder eine derselben. 

Setzt man bei der Betrachtung von J — 1 für e « wie- 
derum £ ein, so sind 

22. €« £» £* €^..6^"^-^ 

die Wurzelwerthe. Multiplicirt hierbei wiederum eine Anzahl der- 
selben, so erhält man 

9« 2|/+1 2vi+l 21/5,4-1 _ S^ 

WO 5 = '2v-h 1 + 2v| + 1 +2i/j + 1 + . . . ist. Ist 5 ungrade , d. b. 
ist eine ungrade Anzahl von Wurzelwerthen miteinander multipli- 
cirt, so ist £'^' selbst ein Wurzel vverlh ; dagegen wird für S grade, 
d.h. bei einer graden Anzahl von Factoren , £S einer der Werthe 
von j'+l. Erhebt man fi2r-fl jn eine ungrade Potenz, so gibt 
dies eine der m Wurzeln von ^—1 und, in einer graden Potenz, 
gibt es einen der von ^Jf-f- 1 . 

Nehmen wir als Beispiel wiederum die Cubikwurzel aus (— 1), 
so hat man als Werthe von ^ — 1 : 
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24. |cos|7r-Ht sf'n ^ ttL — 1, Icos^n — isin^nl 

Da nun sin ^ ^ = ^ und cos ^ ti = ^ ^5 , so hat man sofort als 
die drei Wurzelwerthe: 

-J (V3 + I), - 1, i (V3 - I). 
Weitere Betrachtungen über die Wurzelwerthe der Zahlen „-f- T* 
und „— 1" sollen um so weniger hier Platz finden, als sie bei an- 
derer Gelegenheit noch ausführlicher werden besprochen werden. 

Betrachtet man nun ebenso, wie den speciellen Fall, wo ^=0 
wird, auch den, wo p=0, also die Basis imaginär ist, während der 
Exponent reell bleibt , so hat man zufolge der Grundtormeln für 
den Modul, 

r = + g 
und fär das Argument y gelten die Bestimmungsgleichungen 

cos (p= sin y == =t 1 
wo das Zeichen -h gilt, Venn ^>0, und das negative Zeichen, 

TT 

wenn q <0 ist. Es ist also y =dbo- Demgemäss erhält man 

25. ^qif^e''^'9''oln.q^a'^^i 

, cc i 4n±l , . . 4ndbl J 
= (? ).p5— ^ — oTt -\-istn—^a7i: l 

aus welcher Formel man sogleich ersieht, dass es keine reelle 
Wurzel einer complexen Zahl gibt. 

Ist a eine commensurable Zahl, so wird es unter der un- 
endlichen Anzahl von complexen Werthen, welche die Potenz mit 
complexer Basis gibt, eine endliche Zahl verschiedener Werthe ge- 
ben, von denen sich wiederum Je 2 nur durch das Vorzeichen von 
i unterscheiden, wie man leicht ersieht. Multiplicirt man alsdann 
2 solcher Wurzeln, die stets imaginär sind, miteinander, so erhält 
man als Product von 2 verschiedenen Wurzelwerthen einer com- 
plexen Basis eine reelle Zahl. 

Nachdem so die Fälle allgemeiner Potenzen mit reellem Ex- 
ponenten erschöpft sind, sollen die Fälle, wo von der compleien 
Grösse des Exponenten der reelle Theil versehwindet und nur der 
imaginäre zurückbleibt, untersucht werden. Setzt man daher in 
der allgemeinen Formel (8) den reellen Summanden a des Expo- 
nenten gleich Null, so erhält nTan: 
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wobei, wie stets zu setzen ist: 

r = {yjp^-hq^} cos<p = ^, sin(f-=^^ , 

ist nun r = l, so ersieht man sogleich, dass in dem Exponenten 
der imaginäre Theil wegtällt und es ist somit die imaginäre Potenz 
oder imaginäre Wurzel einer complexen Basis reell, sobald der Mo- 
dul der complexen Zahl gleich der Einheit, und hat, wenn der Ex- 
ponent ß commensurabel, eine endliche, wenn ß incommensurabel, 
eine unendliche Anzahl von reellen Werlhen. In diesem Falle 
können wir auch schreiben: 

27. (p+,- V W2)''' =e -^^ "" + "^ ^^±2»?^-V,/i 

wobei jedoch stets p<l, d.h. \ll—p^ reell zu nehmen ist; denn 
andernfalls würde die Basis eine reelle Ziihl sein, welcher Fall un- 
ter doni besonderen ^==0 zu betrachten ist. 

Ist ß der Exponent negativ, so hat man noch, wenn yJp^-\-q^ 
= (1) ist: 

28. (p-\'qir^' =(p+^0T=;^i^T^)i^ = 6=*=^""-^'^''' 
Setzt man nun in der Gleichung (26) ^=0, so hat man un- 
mittelbar: 

P 

r^ip) und cos qp = f-, sin y==0, 

(P) 
d.h. für negative Werthe von p ist ^=^7i und für positive Werthe 

von p ist 9)=0. Demgemäss ist, wenn p den absoluten Werth 

bedeutet : 

29 (_!- p) ^* -. g =^^ • '^ """ + ^* ^y- ^^^^' "• (p) 

und 

3Q / p\ ß* ^ ^—{in'\'l)7tß -^ ßilg.real.n.p, 

Ist also p=l, so erhält man füir die Potenzen und Wurzeln der 
positiven und der negativen Einheit bei imaginärem Exponenten: 

Ist also /?ä1 so ersieht man, dass (4-1) » = 4-1 ist, und — l)t 
== « =c ' ' * , also für n=0, (^1)«= — 

ist. Für ß sss — 1 dagegen ist : 
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2 nn 



32. - ,(+l)-' = V"^=* "=+1 



e 



Fnr «=Oalso {/— 1 == e". 

I.ässt man den reellen Thell der Basis verschwinden , so er- 
hält man: 

oo ( '\^^ — ß(2n7i±) ^-^ ßilog.real.n. [q)^ 

WO das positive Zeichen im Exponenten zu nehmen ist für 7 > 
und das negative für 7<0, da r = {q) also smy==tl und cos y 
=^ ist. Die imaginäre Potenz oder' Wurzel einer complexen Zahl 
ist demnach wiederum eine Complexe. Ist ß negativ, so hat man 

34. (qi) ~ ^' = ^TgÖ"'^ «= « /? (2nnr± |) - ßi Ig. real, n . {q) 

Ist in diesen letzten beiden Formeln ^ = 1 und /? = 1 , also log, 
realnAq) =0, so bat man für die Zahl «die Formeln: 

(,>=:c2 «^- ^, also für n = 0, «+'^ 
35 j(«>=e 2»— - n==0, « ^ 

(_|-)-*=V^=c ^"""-j- alsofürn=0,e-r 
Eine weitere Ausführung dieser Heziehungen, die sich aus den 
allgemeinen Potenzen ergeben, soll hier nicht statthaben. 

Aus den Formeln der beiden vorhergehenden Abschnitte, (über 
allgemeine Logarithmen und Potenzen) lässt sich nun die Richtig- 
keit der Formeln für Potenzen, Wurzeln und Logarithmen von all- 
gemeinen Zahlen nachweisen. Wir wollen uns begnügen, den Be- 
weis der einen Formel lg,iab)^sszlg,a-i'lg.b zu führen, wenn 
a^ip-hqi und 6 = p|-|-^|t ist. 

Alsdann hat man 

36. lg. (p + qi) . {pt + qt = lg- [{PPI — Wi ) + (pqt + p, q) i ] 

= lg. real. R + (2n7t 4- <Z>) i, ^ 

wo R und (Z> bestimmt sind durch die Gleichungen: 

37. Ä = + }l(pPi—qqi)^-^{pqi +p.^)* 

K Jn. 

Es ist nun fernerhin 
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lg. ( Pi +^t ~ ?^- ^«<*'- »"i + (2 n7i:+g>i ) t , 



wobei : 



cos y- = '^ , cos «5, = ^- , sm ff) = -^, s<M tf , Ä i^ . 
r Ti r Tj 

Aus dem Obigen folgt nun durcb Ausführung der Berechnung : 
ß = 4- ylp'p] — q\l — 2 pp, 7^, + p^^ J + p?^* + 2 pp, ^^, 

38. - + V(P''+9J) (Pj+«p 

oder 

/^. Ä = ^i^r. r.r, = /ly. r + lg. r, , 
da ß, r und rj reelle Zahlen sind. 
Ferner ist nun: 

39. ,„, ö)=Wö?J_ £..?!_ 1_ .21 

Ä r r^ r, 

= cos q) . cos (fi — sm (p . sin tpi 

-=cos(y+9>i) 
Da nun ebenso 

40. sin0 = sin (^ + ^1) 
ist, so hat man leicht: 

41. O *= y+y,. 

Demgemäss hat man ohne Weiteres, indem man noch bedenkt» 
dass Vielfache von 2 n keinen Werthunterschied der Functionen 
veranlassen : 

42. lg. ip+qi) 'Pt +5i i) = lg. real Ä + (2 htt +<Z)) i 

= lg, real, r + lg. real, r^ + i2n7t-\^) i-\'{2nn-{-(p^)i 
= lg. (p+gO + lg. (p, +?f i). 
Ebenso zeigen sich leicht die übrigen Gesetze, wobei man 
nur zu bemerken hat, dass man auf beiden Seiten dieselben zu- 
sammengehörigen Werthe nimmt. 
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St'cliNandziiranseig^^^tejS Kapitel. 

Jnverse Kreis functionen. 

Die Sinus- und Cosiousreihen zeigten, wie man aus einem 
Bogen a den zugehörigen Sinus und Cosinus berechnen kann. 
Umgekehrl kann man sich nun fragen , welcher Bogen x zu der 
Function z^sinx oder z::^cosx u. s. f. zugehörig ist. Man nennt, 
wie wir bereits trüber zu bemerken Gelegenheit nahmen, alsdann 
X den arcus (Bugen) iinus von z u. s. f. und schreibt dies 

1. X = arc.sin, Zy x^arctg.z, 

X =^ arc. cos . z, x^=^arc.cotg,z. 

Alle diese Functionen nennt man inverse Kreisfunctionen. Ihre 
Werthe lassen sich mittels der vorhergehenden Gleichungen der 
allgemeinen Logarithmen und Potenzen ableiten. 

Es ist 

«j* sss cos X -I- f 5m X 
und 

e - irt = cosx — i sin s. 
Drückt man nun den Cosinus durch den Sinus desselben Bogens 
aus, und bedenkt, dass den Defmitionen zufolge sinx^ssz zusetzen 
ist, wenn wir arc, sm s aufsuchen wollen , so hat man: 

2. e^ = Vi — ä'^ + «Ä» «-~^* = Vi—»' — «». 
Daraus folgt sogleich: 

3. »Ä-:- .te(/ j Vi ä' -\-iz 

0? = Ao% { Vi— 2* — «« 

Diese beiden zuletzt gewonnenen Ausdrücke unterscheiden sich nur 
durch das Vorzeichen von t uni beide werden, da i später aus- 
fallt, denselben Werth ergeben. 

Es sei nun z reell, was stets der Fall ist, wenn der Bogen 
reell ist. Der Lpgarithmand hat alsdann die Form p-l-g«, wo 

p = Vi— Ä* und g = ». Demzufolge wird der Modul r den Werth 
„+ 1^* erhalten , während das Argument q> sich ableitet durch die 
Gleichungen : _- 

4. cos^^yl i — z^ , sin y = «. 

Ist s^<l, so gibt es stets einen zwischen und 2n liegenden 

Droake, Einleitimg in die höhere Algebra. 18 
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Bogen, der jenen beiden Bedingungen enUpriclU; es ist nun ge- 
mäss des Früheren : 

X = arc. sin ä = -r- (log. real r 4- (2»7i: + qp) t ) 

und somit, da r = -h 1 , also log. real, r = ist, 

5. X'^2nn-^g) 

wo n jede ganze (auch negative) Zahl bedeuten kann. Diesen 
Werth halte man auch durch directe Betrachlungen ableiten kön- 
nen, indem man die Gleichungen (4) angewendet und dabei be- 
dacht hätte, dass nicht blos q>, sondern alle Bogen von der Form 
2 nTT -H y jenen genügen. Hätte man statt, wie es oben gesche- 
hen, die Wurzel >Jl—z^ negativ genommen, so hätte man erhalten: 

6. a? == arc. «tn ä = (2 n -h 1) ^ — g>. 

Es ordnen sich also jedem Werthe von ä, der kleiner als 
die Einheit ist, unendlich viele Werthe von Bogen zu, deren Sinus 
gleich z wird , und dieselben sind alle in den Formen 2 wtt -f- q) 
oder (2n+ l)n — tp enthalten.. 

Ist nun a > 1, so setzen wir 

7. t = yj^^^. 

indem wir zunächst nur das positive Zeichen der Wurzel beachten. 
Alsdann wird, wie man sofort ersieht: 

8. e^i ^{t-hz) t. 

Der Modul dieser Form ist nun aber: 

während das Argument fp sich aus den Gleichungen bestimmt: 

t-{-z 

TT 

Mithin wird 9> » ^ ^^^ ^^ ergibt sich demgemäss : 

1 i JT 

9. a? = arc, sin. ä = -r . log real, ( t -h ») + (2 n^r + ^ ) ti 

4 nTT -h TT . - _ ^ 

« ö « • log* real (t 4- «). 

Hätte man in Gleichung (7) den negativen Werth der Wur- 
zel genommen, so hätten wir dieselbe Bestimmung des Bogens x 
gewonnen. Wäre aber statt (8) die Beziehung 

ß— a:i Ä — (» + /) I 
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als Ausgangspunkt der Betrachtungen genommen, so hätten wir 

71» StT 

sogleich statt qp ^ -o den Werth ^^ -^ erhallen, also 

in 4n7t-i'37i i /* , ^ 

10. X -» arc, sm z = ^ * ^^9- ^«ö*« (^+2;). 

Es ordnen sich also jedem Sinus von z, der grösser ist als 
die Einheit, unendlich viele imaginäre Bogen zu. 

Wird nun schliesslich s = 1 , also auch f-f- « = 1 , so ist 

arc. sin. z reell und hat die unendlich vielen zugehörigen Bogen 

^ — 71 öder ^ — n, je nachdem z den Werth „ 4- 1 " oder 

„— 1** hat. 

Haben wir im Vorhergehenden die inversen Kreisfunctionen 
mittels der Exponential-Grössen abgeleitet, so können wir auch die 
Bogen X als unendliche Reihen derWerthe von sinx ableiten und 
zwar mittels Umkehr der Kreislunctionen. Es war 

X x^ , x^ a?^ 

Beachtet man die im XVII. Kapitel, (21 flg.) gegebenen Gleichun- 
gen und bedenkt, dass nach Obigem: 

«1 ~ j-j)fl2=0, «,=» öT»öi = 0... 

flin==0, ain^-i =.7— -Tj-,, «4114.2=0, 04»43 = 



♦ • • 



(4tt+l)!; ""^^ ' "'"^ (4n+3)! 
so erhält man tür die Coeificienten der umgekehrten Reihe: 

= 4-1, ß^O, r== + ^^,d==0 

Und es ist somit, indem man statt sinx z einsetzt: 

m • _l1* ^«1.3 z^ , 1.3.5 0?^ , 

(I) a? « arc. sf n. « = Ä + g- . y+2~4"* "5"^ 2 4.6 'T 

Diese Reihe, die offenbar nur einen der unendlich vielen zu z zu- 
geordneten Bogen liefert, convergirt nur tür solche Werthe von », 
die zwischen — 1 und + 1 liegen, jene Grenzen nicht eingeschlos- 
sen; denn für jene ist offenbar der Quotient zweier aufeinander 
folgender Glieder: 

(2n-H)(2n4-l) 

(2n+2) (2n + 3) 

18 
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und dieser nähert sich mit wachsendem' n der Grenze 1 in's Un- 
endliche. Die Reihe convergirt demzufolge nicht. Wollten wir (I) 
in der Form der Gauss'schen bypergeometrischen Reihe schreiben, 
so hätten wir: 

Aus der Formel (I) ergibt sich unmittelbar, da sin ^ = ^ ist : 

»r _ 1^ 1 J_ . 1:3 1 1.3.5 1 

^ 6 ~ 2'*'2 •3.8'*'2.4 •ö.3 2'''2.4.6" 7.128 ■*""• 

Da ferner iin "9=1 'st^ so ist 

^^' 2 ^^2*3 ^2.4 • 5^2.4.6 * 7 ^"' 

Diese Reihe ist jedoch nicht convergent, wie man aus dem Quo- 

tienten der Reihe leicht ersieht^ während die Reihe für -^ con- 

o 

vergirt. 

Um nun auch den Rogen als eine Function des Cosinus dar- 
zustellen, brauchen wir nur zu bedenken, dass: 

13. X = arc, cosz^^-^-- arc, stn z. 
Ist daher z <!, so ist 

arc. cosz^ ^ — (2 htt + y), 
oder 

14. arc. co«« = (2n+i) TT — y = — ^ — n~ y, 

und 

4n— 1 
arc, cos z « — ^ — n-h^ 

da man das Vielfache von 2n beliebig oft zum Bogen addiren kann. 
Ist 2>1, so erhält man: 

15. arc. cos Ä = 2 fiTT + 1 . log, real, (f +«) 

arc, cos z == (2n— 1) n-\-i. log* real (t-i-z) 

je nachdem man ^=4-^»*— 1 oder t^ — ^z^ — 1 setzt. 

Wollte man direct durch Umkehr der Reihe 

^ x^ X* x^ , 
cosa;=l-2j+^j-gj+... 

den Bogen x als eine unendliche Reihe von cosx'^z darstellen, so 
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würden alle Coefficienlen unendlich werden, da in obiger Reihe der 
Coefficient von x in der ersten Potenz, der im Nenner alier Goef- 
ficienten der umgekehrten Reihe auttritt, verschwindet. Dagegen 
findet man leicht mit Hülfe von (I) aus (13) und (12): 

(II) arc co5Ä = (l— ä) + 2. — g ^2~i'~6 ^"' 

Diese Reihe convergirt jedoch nur für Werthe von «, die zwischen 

und +2 liegen. Für -^ wird der Cosinus gleich^ und ist daher 

u^l 1 1 7 1^ J 31 

3 2 "*'2 •'3'8"^2.4*5*32"'"' • 

Bestimmen wir nun noch arc. lang, % und arc, cotg. z. Es 
ist zufolge der früheren Betrachtungen: 

xi = log (cosx-h i sin x) 
— xi ■« log (cos X — t sin x); 
subtrahirt man die untere Gleichung von der obigen, so ist: 

n . , cosx-hisinx 

2x1 = log —, — ' 

cos x — \8inx 

oder: 

16. • 2a?f«/oaJ-tii^^ 

^ 1- 1 tg X 

Setzt man nun x = arc.tg,z , also tnng x=^z, so hat man: 

17. aj = arc, lang fü^^ ^ log ^ r-. 

Zufolge der logarithmischen Reihen ist nun: 

%(l+f2)«f«-i(l»)^ + f«Ä)3--|(lÄ)*+... 
%(l^l«)-(-IÄ)-i(-f«)2+i(-f2)»~... 

Entwickelt man die Potenzen, so erhält man: 

^^* %(1-iä)=— i5;+^a^ + iia3^i«*-iis5 4-... 

Daher ist also: 

20. topf3^=2! («-^Ä^+iÄ^ — 1«^ + ...) 

Demeufolge erhalt man sofort unter Anwendung von Glei- 
chung (17): 

(III) arctang.z^z — 4^ «*+{«* — |ä^+.. . 

Diese Reihe convergirt für alle Werthe von z zwischen — 1 und 
+ 1, beide Grenzen eingeschlossen , da stets die Glieder von um- 



- 256 — 

gekehrtem Zeichen sind und kleiner werden. Hieraus leitet man 
sofort ah, da tang -^"^ 1 • 

21. • ^ = l-i+i-| + i~A+" 

Für arc. cotg. z findet sich die Relation : 
arc, cotg. z = -^ — o^*«. tang z, 

woraus sich denn mit Leichtigkeit die unendliche Reihe ableiten 

lässt: 

2 ~ a* 2— Ä^ 2— Ä*» 
(IV) arc. cotg. « = 2 — z — -^ 1 ^ tj — +* • . . 

Die Reihe convergirt für zas — 1 bis » = +1. 

Aus den Begriffen der inversen Kreisiunctionen lassen sich 
nun unmittelbar noch folgende weitere Gleichungen ableiten: 

arc. tang x ± arc. tang. y = arc. sin (x V 1— y^zfc«/^ 1- x^) 
[\) arc. tang — = ^ — arc. tangx. 

arc. cos x i arc» cos y = arc. cos (xy IPyl 1 — x^ yj^—y^}» 



Achter AbschDitt 

i%l|(ebrAisehe €}leicban(g;en mit einer Uitbelcaitnten. 

liiebeniiiiilKiiraiizig^sitesi Kapitel. 

Wurzeln einer Gleichung mit einer Unbekannten. 

Allgemeines. Unter einer algebraischen Gleichung nten 
Grades mit einer Unbekannten versteht man die Gleichsetzung 
zweier algebraischer Functionen derselben Variabein, von denen 
mindestens eine vom nten Grade sein muss. Die allgemeinste Form 
einer solchen Gleichung würde demnach sein, unter A, B, C^ , . . 
A\ B\ C, ... Conslante verstanden: 

1. Ax^-^Bx^- 1+... J/a?-|-iV=i4'jr«-|-ß'a;«— 1 -)- ...H-Af'rc+iV'. 
Hierin müsste A^ A' sein und nur einer dieser beiden Coefficien- 
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ten köunle den Werlh annehmen. Indem man alle Summanden 
auf eine Seile* schalll und durch den Coeflicienten von x" dividirt, 
erhält man die den lolgenden Untersuchungen stets zu Grunde 
liegende Form: 
2. x'^-i-Äx'^— -\-Bxn~^ -{-... + Kx2+Lx+M^0. 

In dieser letztern Form bedeuten naturlich die Constanten 
i4, ß, C ... andere Zahlen als in der obigen Form (1). Im Speciel- 
len können einzelne dieser Constanten sein. Ist ^ = 0, so wird 
die 4]ileichung (2) durch den Werth a; = befriedigt und ist somit 
dieser Werlh eine Wurzel der Gleichung, da jeder die Gleichung zu 
einer identischen machende Werth von x eine Wurzel der Gleichung 
genannt wird. Dividirt man im eben betrachteten Falle, wo M=0 
ist, die beiden Seiten der Gleichung durch x, so erhält man eine 
Gleichung vom (/» — 1) Grade, die sich auf eine solche vom (n — 2) 
reducirt, falls auch noch L verschwindet u. s. f. 

Ist die Constante ^-0, oder verschwindet mit andern Wor- 
ten in einer Gleichung vom nlen Grade der Summand von 
der (n — 1) Dimension, so wird die Gleichung eine rediicirte ge- 
nannt. 

Verschwinden in der Form* (2) alle bekannten Zahlen ausser 
M, so erhält man durch Einsetzung von 

die neue Form 

3. r±i==o, 

und diesf ist eine einfache Gleichung nten Grades. 

Jede einfache tfleichung nten Gfrades hat eine Wurzel. 

Betrachtet man den Ausdruck 

4. y = a;"ifcl 

und gibt man x stetig aufeinander folgende reelle Werlhe, so nimmt 
auch nach den früher gegebenen Auseinandersetzungen über Functio- 
nen y stetige aufeinander folgende Werthe an , oder mit andern 
Worten: errichtet man in allen Punkten der x Axe eines Coordina- 
ten-Systemes Perpendikel, deren Länge durch das y der Gleichung 
(4) dargestellt wird, wo der Abstand des Fusspunktes des Perpen- 
dikels vom Anfangspunkte gleich x gerechnet wird, so stellen die 
Endpunkte der Perpendikel ebenfalls eine continuirliche Heihe von 
Punkten d. h. eine Curve dar. 
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Setzt man föi* x den Werlh ein p-{-qi oder in Polarccordi- 
nalen ciusgedrwckl r (cm ^ + t siny), so erhält Sie Gleichung 
(4) die Form: 

5. y = r"(cosny-|-i.Äfnn9))±l. 

- P + (?t, 
wo P und reelle Zahlen sind. Letztere Form lässt sich wieder- 
um weiter umformen in: 

6. y«B(cosa>+t.sm®) 
und ist* hierin: 



7. R^yJP^-hQ^ 

P Q 

Damit nun der Gleichung 

8. y = 
genügt werde, muss sein 

9. Ä-O 

und daher gleichzeitig 

10. P=-OundO-0. 

Aendert si6h nun f+qi stetig — nach irgend einem Gesetze — 
so muss sich auch P+Ot stetig ändern, wie dies früher (in Ab- 
schnitt V.) gezeigt wurde. Um zu zeigen, dass stets für minde- 
stens einen Werth p + ^i «= r (cos (p + i sin (p) den Gleichungen 
(10) genügt wird, betrachte man die beiden Ausdrucke P und Q 
genauer. Es ist 

Qsz^r^ ,sinn(f, 
Lässt man r constant und gibt 9) alle Werthe von bis 27r, so 
stellt feinen Kreis vom Radius r dar; für constantes 9> und verän- 
derlichen Modul stellt dagegen der Ausdruck eine Grade dar. Es 

wird aber offenbar = 0, so oft 9)= — wird, wo k eine belie- 

n 

bige ganze Zahl darstellt. Es verschwindet also Q auf n durch 

den Anfangspunkt gehenden Graden. Fig. 9 stellt dies Verhältmss 
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Pig, 9. 
^ für » = 3 dar. In den 

durch die genannten 

Graden gebildeten 
Winkeln ist Q abwech. 
selnd positiv und ne- 
gativ. In der Grösse 
P =« r** cos n y ± 1 
soll zunächst nur das 
untere Vorzeichen be- 
trachtet werden; ein- 

• 

fache Erweiterungen 
ergeben alsdann so- 
fort die Anwendung 
der gewonnenen Re- 
"*" sultate auch für das 

obere Zeichen. Schreibt man die Grösse P in folgende Form 

P ar r* icosn(p ^1, 

so ersieht man sogleich, dass dieselbe, da cosn^~l ist, stets ne- 
gativ sein muss für alle Werthe von r < 1. 

Für r = 1 und unter a einen beliebigen Winkel verslanden, 

7t 

der zwischen und ^ liegt, hat man folgende zusammengehörige 

Werthe von y und P: 

9)5=0 cosn^ — l P=0 

95 = « eo8n(p>0 P<0 

cos n ^ s 



TT 






p= — 1 



P<-1 



9> 



n 



cosn^ = — 1 



P 2 

u. s. f. 

Da r selbst steU positiv ist, so ersieht man aus diiesen Betrach- 
tungen ohne Weiteres, dass für alle Werthe von r > 1 und von g> 

awischen und •*- . are cos --r die Grösse P stets positiv ist. 
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Für ö) = — arc. cos „ verschwindet P, um für grösser werden- 

des q> negativ zu werden. Da nun der Cosinus constant bleibt, 
wenn man zum Argumente {nip) ein Multiplum von 27t addirt, so 
erhält man n Räume, in denen P positiv und eben so viele, in 
denen P negativ wird und sind diese Räume durch Curven ge- 
trennt, auf welchen P den Werth annimmt. Fig. 10. stellt 
diese Linien für den Fall dar, dass n = 3 ist. 

Fig. 10. 




ICTt 

Da nun 0=0 wird, so oft cp = — ist, und da ferner P<1 

n 



für jedes </>, wenn r<l ist, dagegen P=0 für r=l und ^=^ 



2kn 



n 



so 



gibt es n Punkte, in denen gleichzeitig P und Q verschwinden und 
zwar ist alsdann: 

, 2kTi 

r Ä 1, w = 

n 

unter k eine beliebige ganze Zahl verstanden. Die einfache Gleichung 

11. ar»dbl=0 

hat also w, jedenfalls also eine Wurzel. 

Jede Gfleiehung hat eiiie Wurzel. Ersetzt mau in der 
Form (2) einer allgemeinen Gleichung wteu Grades die Grösse x 
durch r (cos q) -{- i sin q)) und ordnei nach iler Ausrechnung die 
reellen und die imaginären Summanden, so erhalt man: 

12. r" cosnq -h Ar^~' cosn — 1 y -h J?r"~^ cos m- 2 qp 

4- . . . 4- Ir cos 9> -f- 3/ -f- 1 V" sin n y -|- Är^~'^.sinn — 1 y 
+ ... +\Lrsin(p> =0. 
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Zur Abkürzung soll wiederum der reelle Theil der Summe P und 
der imaginäre Q genannt werden. Betrachtet man zunächst P, so 
lässt sich dasselbe umformen in: 

ni ^ ß 

13. P= r IcosnyH — .cosn — lyH — :^cosn — 2,(p 

Lässt man nun r bis in's Unendliche wachsen, so ist klar, dass bei ge- 
hörig grossem r das Vorzeichen von P nur abhängig ist von dem 
Vorzeichen des ersten Summanden , wenn noch cos ng>^0 ist. 
P'ur ein constantes r und variabeles cp stellt aber P, geometrisch 
betrachtet, einen Kreis dar, und wird cosntp positiv von 9) = 

, . 7t . TT,. 371 ^« ,. „. , (2m -1)71 

bis pr- 1 negativ von g>=z7" bis tt- u. s. f. für die Werthe y = .. ' 

2n ^ ^ 2n 2n 2n 

selbst verschwindet der erste Summand und wird das Vorzeichen 

von P durch den zweiten Summanden bestimmt. Es sind daher 

« 

auf dem Kreise n Theiie positiv und ebenso viele negativ, und da 
bei der Continuilät eine Zahl aus dem Positiven nur durch Null 
zum Negativen übergehen kann und un gekehrt, so muss es also 
auf dem Kreise 2n Punkte geben, in denen P = wird. 

Nimmt man nun einen jenem sehr grossen r unendlich nahe- 
liegenden andern Werth des Moduls , es sei r ± «, wo e eine sehr 
kleine Grösse bedeutet, so wird P auf dem Kreise, der diesem Ra- 
dius entspricht, in n Intervallen positiv und auf eben so vielen ne- 
gativ sein und sind also auch auf demselben 2n Punkte, in welchen 
P verschwindet. Ks bilden die Nullpunkte der aufeinander' folgen- 
den Kreise aufeinander folgende Reihen oder Curven Da mm 
für r = P den constanten Werth N annimmt, also in diesem 
Falle ein Zeichenwechsel nicht eintritt, ^0 müssen diese Curven im 
Innern des Kreises (von unendlich grossem Hadius) geschlossen 
.«ein und gibt es somit n Curven, auf denen P verschwindet und 
welche die positiven Intervalle der Grösse P von den negativen In- 
tervallen trennen. Zufolge dieser letzteren Eigenschaft können sich 
auch^ da auf ein positives Intervall s(ets ein negatives folgt, zwei 
dieser NuUcurven nicht schneiden (ausser in einem weiter unten 
angegebenen Falle). 

Betrachtet mati nun in ähnlicher Weise (?, so zeigt die 
Form 
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(4 
sin 7i(f-\ — sin.n — 1. y -f- 



B 



stnn- 



+ 



r.n— t 



8tn 



29) + ... 



dass für ein sehr grosses r ebenfalls der erste Summand das Vor- 

zeichen der Summe bestimmt, ausser für den Fall, dass cp-= — ist. 

Sucht man daher auf dem früher bereits zu Hülfe genommenen 
Kreise (von unendlich grossem Radius) die Werthe von Q, so zeigt 
sich für dieses leicht nachstehendes Schema zusammengehöriger Werthe 

0<a><— smfia)>0, 0>0, 
^ n, ^ 

-<g><— » sinn(f<0, (?<0, "• s. f- 

n n 

Es sind also auf dem Kreise n Intervalle für Q positiv und ^ 
Intervalle n«*gativ und gibt es 2n Punkte, in denen = .wird. 
Ferner ersieht man, dass je einer der Punkte, in denen = Ol 
wird, zwischen je zwei Nullpunkten des Werthes von P liegt. , Es 
bilden die auf den verschiedenen concehtrischen Kreisen liegenden 
Nullpunkte von Q auf Curven , die sich ebenso wie jene von F 
nicht gegenseitig schneiden können. 

Aus diesen Betrachtungen folgt unmittelbar, dass die Nullcur- 
ven der Grösse P und jene von Q sich in Punkten schneiden müs- 
sen, da z.B. je ein Theil einer NiTllciirve von Q iro positiven, ein 
anderer Theil im negativen Intervalle von P liegt. 

In Fig. 11 sind solche Curven gezeichnet, wie sie etwa einer 

Gleichung sechsten Grades 
entsprechen könnten. Die 
Nullcurven von P sind durch 
einfache, jene von Q durch 
markirte Zahlen bezeichnet. 
Es schneiden sich also dieCnr- 
ven in einzelnen Punkten und 
ist der besondere Fall mit 
verzeichnet, dass sich gleich- 
zeitig zwei Nullcurven von 
P und zwei von Q in einem 
Punkte* schneiden (einer 
Doppelwurzel entsprechend). 
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Wir begnügen uns zunächst mit dem Resultale, dass es min- 
destens einen Punkt geben muss, in welchem sich eine Nullcurve 
von P mit einer solchen von Q schneidet. Algebraisch gedeutet 
heisst dies: es gibt eki Paar zusammengehöriger Werthe von r 
und 9>, oder p und q, wenn 

p-{-qissr {cos q) + isin q>) 
ist, für welche gleichzeitig 

15. P = und 0=0 
wird. Es ist alsdann aber 

16. jp-l-0i=.0, 
oder mit andern Worten: 

Es gibt stets eine Zahl p-{-qi oder r (cosy -f-i sm 9>), 
welche /ür x eingesetzt die Gleichung n'^ Grades 

befriedigt. Dieser Werth von x ist eine Wurzel der Gleichung 
nten Grades. Wird im Speciellen ^ = oder (p-^nn, so ver- 
schwindet der imaginäre Theil der Wurzel und dieselbe wird reell. 
Sind die Coefficienteu A, 5, C ... alle reell und verschwinden nicht 
alle ungraden Potenzen von x, so kann offenbar in der Wurzel 
p + qi der reelle Summand p nicht verschwinden. 



A€litandzvFanaBi§rste» Kapitel. 

Zahl und Eigenschaften der Wurzeln. 

AnflSsang der Olelclmng In Factoren. Im vorher- 
gehenden Kapitel wurde nachgewiesen, dass jede Gleichung nten 
Grades mindestens eine Wurzel von der Form p-{-qi hat; es soll 
nun — ohne Rücksicht darauf , ob die Wurzel reell oder complex 
ist — dieselbe mit a hezeichnet werden; es bedeute also a eine 
Wurzel von der Gleichung 

1. /•(a?)=aj« + iirB"-»-hÄa?»-*-F...-f-Iaj-h ^ = 0. 

Es ist alsdann die algebraische Summe links steis theilhar durch 
x — (X. Denn nach der Definition ist auch 

2. f{x) = a« + i4a«-i + Ba""-^ -h . . . + la + M= 0. 
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Subtrahirt man nun die zweite Gleichung von der ersteren, so er- 
hält man 

• -f-...4-I(a?-cr)-= 0. 
In dieser Summe ist jedoch, wie sofort ersichtlich, jeder Summand 
durch X— a theilbar und somit auch f{x) — f{a) oder, was das. 
selbe ist, f{x), da /'(a) = ist. 
Somit ist auch: 

f{x) = (s—a) |x«-> + (a 4- A)x''-'^+{a'^ -}- «i -h ß) .f «-» 

+ ...+ (a'*-'i + ila'»-2 + ... + Z:) I = 0. 

Bezeichnet man die Function^ mit welcher (x — a) multiplicirt ist, 
durch g>{x), so wird die Gleichung 

4. f{x)^{x^ a).y(a;)— 

sowol durch 

X — a*=0 
als auch durch 

5. tp{x)^0 

befriedigt Dies letztere ist aber eine Gleichung vom (n — ly«*» Grade 
und hat dieselbe wiederum eine Wurzel, die mit ß bezeichnet werde 
— im Allgemeinen wird ß^a sein und kann ß reejl oder com- 
plex sein, — so ist (f (x) durch (x — ß) theilbar, und kann man 
daher wiederum setzen 

6. 9(^T^(^-'ß)'^(^) 

wo }Jj{x) eine Function vom (n — 2)^'« Grade ist, die, gleich Null 
gesetzt, selbst wiederum eine Wurzel y hat. 

Indem man diesen Satz der Theilbarkeit weiterführt, muss 
man offenbar schliesslich eine Gleichung ersten Grades von der 

Form 

7. jr — 1/«0 
erhalten. Daher kann man nun auch schreiben 

8. /(a?) = (a? — a)(j?— /9j(jr— y)...(a? — f')«0. 
Diese Gleichung wird befriedigt durch je einen der Werthe 

ü. j: = a, s=ß, a?=y, ... jc^v 

und sind somit alle Zahlen a, /?,/,... i/ Wurzeln der Gleichung. 

Eine Gleichung n'«» Grades hat also n Wurzeln. 

Diese Factoren (jr — a) u.s. 1., in welche man die Function 
fix) zerlegen kann, nennt man Grund- oder Primfactoren und 
wurden bereits im zweiten Kapitel die Gleichungen zweiten, dritten 
und vierten Grades in ihre Primfactoren zerlegt. 
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Gonjuglrte Wurzeln. Die Wurzeln können, wie bereits 
bemerkt, reell oder imaginär sein. Es sei eine solche p + qi^ so 
wurde im vorhergehenden Kapitel durch Einsetzung dieses Werthes 
entwickelt 

10. Ap+jO-p+O«'. 

Nun wurde aber im fünften Abschnitte nachgewiesen, dass wenn durch 
Ersetzung von x durch p-i-qi die Summe P-i-Qi erhalten wird, 
durch Substitution von p — qi an die Stelle von x die Differenz ' 
derselben Zahlen P und Qi erhalten wird ; dass also gleichzeitig mit 
der Gleichung (10) auch folgende statthat: 
11. f(p — qi)-P—Qu 

Ist daher» die Complexe p -t- qi eine Wurzel einer Glei chung, so ist 
auch p — ^t eine solche und nennt man zwei complexe Wurzeln, 
die sich nur das Vorzeichen. von i unterscheiden, conjngirte Wurzeln. 

Es ist nun 

(x —p — qi) (x — p-i- qi) = (a? — p)'^ -h q^ 
d.h. das Product der beiden Primfacloren einer Function, in de- 
nen conjugirte Wurzeln auftreten, ist reell, aber vom zweiten Grade 
und lässt sich somit jede Function auflösen in das Product reeller 
Primfacloren vom ersten und zweiten Grade. 

Aus der obigen Eigenschaft, dass je einer complexen Wur- 
zel einer Gleichung stets eine zweite (conjugirte) sich zuordnet, 
folgt fernerhin unmittelbar, dass jede Gleichung von ungradem 
Grade mindestens eine reelle Wurzel hat. Die Richtigkeit dieses 
Satzes ersieht man auch sofort aus folgenden Betrachtungen. Die 
Gleichung sei: 

so stellt die Function auf der linken Seite der Gleichung eine con- 
tinuirliche Zahlenreihe dar, falls man x selbst nur continuirliche 
aufeinander folgende Werthe gibt. Nimmt man nun x reell und 
unendlich gross, so wird das Vorzeichen der ganzen Summe durch 
jenes des ersten Summanden bestimmt und somit ist die Summe 
für positive sehr grosse reelle x positiv, für ein negatives sehr 
grosses reelles x aber auch negativ; bei der continuirlichen Aen- 
derung des Werthes der Function aus dem Negativen in das Posi- 
tive muss daher bei einem reellen Werthe von x die Function 
verschwinden. 

Beispiel. Es sei die reciproke Gleichung fünften Grades 
{gegeben : 
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12. a?5 — 2a;« +i a?» + ia?« — 2a? 4- 1 =«= 0. 

Wie später gezeigt werden wird, miiss eine reciproke Gleichung 
von ungradem Grade stets die negative Einheit als Wurzel enthal- 
ten und muss daher der algebraische Ausdruck von Gleichung (12) 
den Factor x — 1 enthalten. Durch Division mit dieser Zahl findet 
man sofort, dass sich die algebraische Summe zerlegen lässt In : 

13. a?5--2a?*+ia?3 + (a?* — 2a?+l*=(a? — l)(a?« — 3a?3-|-3ia?» 

— 3a?+l). 
Setzt man nun den zweiten Factor (vom vierten Grade) gleich 
Null: 

14. a?« — 3x'3 + 3ia?2 — 3a; + l = 

so ergibt diese Gleichung als eine reelle Wurzel den Werth „+2** 
und ist somit die Zahl a? — 2 ein Factor des algebraischen Aus* 
druckes (14). Man kann daher, wie sich leicht ^ersehen Usst, 
schreiben : 

15. a?*— 3a?3 + 3|j:*— 3a;4-l«=(a?-2)(a?» — a?»-»-|^~i). 
Aus später erst zu gebenden Gründen erhellt, dass jede reci* 

proke Gleichung zwei' zusammengehörige Wurzelwerthe haben rouss, 
deren Product der positiven Einheit gleich sein muss. Es ist daher 
auch ^ eine Wurzel der Gleichungen (13 und 14) und somit auch 
der Gleichung dritten Grades: 

16. a?»~a;* + fa?— ^«=0. 

Diese letztere lässt sich also in ein Product auflösen, dessen einer 
Factor x — { ist: 

17. a?»— aj» + iaj— i«(a?-i)(jr» -^x^l). 
Es ist aber noch 

a?* ia? + l = la; — — j^ II a?— V i 

und kann man somit auch schreiben: 

18. a;»-2;r*+J^8+i:r«-2^+lMa:~l)(x-2)ia?-4)(a;-.^-i^ )|a_bi>ÜIj 

=Ka;-l)(;r^2Ka>-i)(a?«-J^+ 1). 

Es ist durch diese Formel der algebraische Ausdruck der Gieic)iuiig 
(12) io ein Product von fünf Grundfactoren ersten Grades oder 
von reellen Facloren ersten und zweiten. Grades aufgelöst. 

Bestimmung der Anzahl ron reellen WnrKeln. 
(Descartes'scher Satz.) Bei der Zerlegung einer Function nten 
Grades in ein Product linearer resp. quadratischer Fvetoren soll 
zunächst unterschieden werden, ob irgend eine reelle Würze}, 2. B. o, 
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positiv oder negativ ist; man kann, unter der Voraussetzung, dass 
a positiv sei, schreiben: 

19. . , f{x)^{x - a).(p (x). 

Nun sei, unter den Coefficienten ^4,, A2 u. s. f. nur positive Zahlen 
verstanden und angenonamen, dass zwischen den Intervallen ein 
Zeichenwechsel nicht stattfinde, und die Glieder alle nach fallenden 
Potenzen von x geordnet seien : 

20. y (x) ^ a?"-* -}- /«, a?"-*-!- . . . -f- ^„,^2 • a?«-"»-^* 

— Am-i aj«-»» — . . . ~ 4/^2 a?«-*^ 

-F Ai^i X^-^ -}-... 4- ^fc-2 a7n-ft=T 

— Ak- \ a?"^*— ... — ili_2 a?" -'=-» 
+ ^i_ia?«-»-F...+ ^n-i. 

Fuhrt man nun die Multiplication dieses Ausdruckes mit {x — a) 
aus, so erhält man: 

21. fix) = {x—a) . (p{x) = 



a;» +; ^ a;«-»-h iij 



a; 



«-2 



+ ...+ 



A , 1 /r'*~"*+l 

4--4^_2 . a 1 
-f-i4/—2.a 

, 4- -4/k— 2 • « : 



a; 



a; 



4- 






n—m 



n-l 



n—k 



\X 



n—t 



— Ai^Z'Cc i 

Jn— 1 I X — An—\'Ct 



4- , Ai-x aj"-»+» 4-... 4- I 
4- ^»—2 • o . 

Vergleicht man nun die beiden Functionen (20 und 21) miteinan- 
der, so ersieht man sofort, dass jetzt in den Intervallen wol Zei- 
chenwechsel auftreten können , dass aber weiterhin — wenn ein 
solcher hier auch nicht einträte — die Anzahl der inversen Fol- 
gen in der zweiten Function durch eine vermehrt ist, da die letzte 
Reihe von Summanden ebenso wie in (20) mit dem positiven 
Zeichen beginnt, aber als letzten Summanden noch — A^—i, cc enthält. 
Es entspricht also jeder reellen positiven Wurzel einer Function^ da 
man sie durch einProduct von Facloren von der Form (rr—r) darstellen 
kann, mindestens ein Zeichen Wechsel der Function und ist daher die 
Anzahl der reellen positiven Wurzeln einer Gleichung gleich odir 
kleiner ah die Anzahl der in ihr <mf tretenden Zeichentoechsel^ natür- 
lich die Function zunächst nach fallenden Potenzen von x geordnet, 

Uronke, Einleitung in die höhere Algebra. lU 
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Setzt man nun in eine geordnete Gleichung für x den Werth 
— y, so ergibt sich alsdann aus der Zahl der inversen Zeichen- 
folgen die grösste Zahl von (negativen) Wurzeln, welche die ur- 
sprüngliche Gleichung haben kann. 

£s ist somit die Zahl der reellen Wurzeln einer (geordneten) 
Gleichung höchstens gleich der Summe der inversen Zeichenfolgen der 
ursprunglichen Gleichung und derjenigen, die man durch Substi- 
tution von — y an die Stelle von x erhält. 

Betrachtet man z. B. die schon oben (14) angeführte reci- 
proke Gleichung fünften Grades, so zählt dieselbe vier inverse Fol- 
gen und könnte sie somit höchstens 4 positive Wurzeln enthalten- 
Setzt man für x den Werth — y^ so ist nur eine inverse Folge 
in der neuen Gleichung, und könnte daher die Gleichung (14) 
höchstens eine negative Wurzel besitzen. Wie bereits gezeigt wur- 
de, enthält sie 3 positive (1, 2, |) Wurzelwerlhe , dagegen keinen 
negativen. 

Doppel wurzelD. Bildet man die Derivation der Gleichung 
(1), so findet man sofort leicht nachstehende Beziehungen — un- 
ter a, /?, y ... . Die Wurzeln verstanden: 

22. d^f ^ na?'^*-l-i4.n^.a;'»-^ + ...-hI 

= (x-ß) (x—y) ix—d) ... -I- (x—ct) (x—r) (JT- <J) . . . 
-f (jr — a) (x — ß) (x — d) ,..-*-... 
_ fix) . fix) fix) 

— - "T a ~t~ "T~ ... • 

X a x-ß x—y 
Eine Anwendung findet diese Entwicklung sofort in einfacher Weise 
bei den Doppel- oder mehrfachen Wurzeln. Tritt nämlich beider 
Auflösung der Function in ihre Primfactoren einer oder mehre der- 
selben zwei- oder mehrmal auf, ist z. B. in der Gleichung (1): 

23. f(x) = {x-a)\JC~ß)'^{x—Y),.., 

so nennt man die in diesen Factoren x — a, x—ß auftretenden 
Wurzeln Doppel- oder mehrfache Wurzeln. Es ist nun offenbar 
sofort 

24. d4^a {x—af-^ (x—ß)\x—y),„-hß . (x-a^ . (x—ß)^Kx—r) 

-f-(a?— «)* (x — ß)^ (a?— (J)-l-... 
Es ist daher zwischen der Gleichung und ihrer ersten Derivation 
(a?— a)"~* (x — ß)^"^ gemeinsamer Factor. Setzt man noch die 
Derivationen fort, so enthält die (a — 1) Derivation noch den Factor 
x—a und zwar in der ersten Potenz u. s. f. Haben daher eine 
Function und deren (w — 1) Derivation einen linearen Factor ge- 



— 269 — 

meinsam, so enthält die erstere die in dem Factor auftretende 
Constante m mal als Wurzel. 
Es sei z. B. gegeben: 

a;*—6a;'+14aj2— 1437+5=0. 
Dieselbe enthält vier inverse F'olgen und kann daher die Zahl der 
positiven Wurzeln nicht „4*' übersteigen. Um zu untersuchen , ob 
die Gleichung eine Wurzel mehrfach enthalte, bilde man die De- 
rivationen der Functionen: 

a^/^«4aj» — 18a?2 4-28a?— 14, 

5«/=24a? — 36, 
eif^24. 
Man ersieht sofort, dass die letzten Derivationen mit der ersten 
Function keinen Factor gemeinsam haben. 

Behufs Bestimmung, ob eine Doppelwurzel vorhanden d. h. ob 
f{x) und dxf einen Factor gemein haben, multiplicire man zu- 
nächst f{x) mit 4 und führe alsdann die Division aus; man hat 
4a;4_24a ;3 4-54a;^~56a?4-20 _ ^ x^ — 1 

4a?3 — 18 a?*+ 28 0? — 14 ^ ^ ■*'4a?»— 18a?*+28fl7-~14 

Kehrt man letzteren Quotienten um, so erhält man, nach gehöri- 
ger Verkleinerung: 

— =207 — 9+16 —2 r. 

x^ — 1 x^ — 1 

Da nun 7 =a;-hl ist, so ist x — 1 gemeinschaftlicher Factor 

X — 1 

zwischen f{x) und d^f und enthält daher die ursprungHche Glei- 
chung den Wurzelwerth „4- 1" zweimal. Durch Auflösung der 
Gleichung fände man die vier 'Wurzeln a = 1, /9== 1, y = 2 + « 
und (J = 2 — I. 

Symmetrisclie Verbindungen der Wnrzelwerthe. 
Berücksichtigt man die in dem vierten Abschnitte (p. 163 flg.) 
gegebenen Eigenschaften der symmetrischen Functionen, so erhält 
man unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen leicht nach- 
stehende Beziehungen zwischen den Constanten einer Gleichung 
und den Wurzeln: 

— i = 5a, 

B « Saß, 
25- — C = Saßr, 

D == Saßyd, u. s. 1. 

19* 
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und lässt sieb jede symmetrische Verbindung der Wurzeln umge- 
kehrt wiederum durch die CoefGcienten A, B, Cy D u. b. f. aus- 
drucken. Diese Beziehungen i25) lassen ebenialls Schlüsse machen 
auf das Vorhandensein von n^ehilachen Wurzeln, ßei einer Glei- 
chung zweiten Giades muss z.B. sein 

— i4 »= a-i-ßy 
B = aß. 
und sind daher die beiden Wurzeln a und ß einander gleich, so- 
bald A^ — 4 Ä = wird , wie sich dies auch früher aus der Form 
der Wurzeln ergab. 

Führt man die Rechnung für die Wurzeln einer Gleichung 
dritten Grades aus, um die Bedingungen zu bestimmen, denen die 
Constanten A, B, C genügen müssen, damit die Gleichung mehr- 
fache Wurzeln enthalte, sj9 findet maa leicht, dass die 3 Wurzeln 
untereinander gleich sind, wenn: 

A^ AB . 

ist. Wenn eine Wurzel (a) doppelt auftritt, so müssen offenbar 

bei den früheren Bezeichnungen folgende Gleichungen gleichzeitig 

statthaben : 

(a) 2«-hr= — i4, 

(h) a2+2ay = Ä, 

(c) «V = c. 

Multiplicirt man die erste Gleichung, um zunächst y zu eliminiren 
mit 2a und subtrahirt die zweite von der oberen, so erhält man 
für a die Gleichung zweiten Grades 
{d) 3a»-h2i4a-hß=0. 

Substituirt man nuu noch den Werth von y aus der ersten Glei- 
chung in die dritte und multiplicirt die neue Gleichung mit 3, 
während man die Gleichung {d) mit 2a multiplicirt, um hierauf 
diese beiden so erhaltenen Gleichungen von einander ^^u sublmbi- 
ren, so «rhält man als neue Gleichung zweiten Grades für a: 

(e) a2+2^a-3 j^ = 0. 

Leitet man nun die beiden Werthe von a aus (d[) und (e) ab iMd 
setzt dieselben einander gleich, so hat man 

^f^ -3=*=v "9-*3 — i^yl Ä^-^1 

Es ist offenbar gleichgültig, welches von den beiden Vorzeichen 
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man nimmt und erhalt man durch weitere Vereinfachungen die 
nachstehenden Beziehungen : 

(g) (A' - 4B){B^'h4:AC) ^ C (2 AB -{-27 C). 

Sucht man in ähnlicher Weise die ßedingungsgleichungen für die 
Existenz von mehrfachen Wurzeln bei einer allgemeinen Gleichung 
vierten Grades auf, so findet man als solche dafür, dass adle 4 
Wurzeirr denselben Werth haben: 

A* _B^_ ^^- 1) 

256 ^ 36 "^ I6 ■" 
Sollen je zwei Wurzeln identisch sein, so dass also dfe Gleichung 
nur 2 verschiedene Wurzelweithe enthält, so müssen die Beziehun- 
gen statt finden: 

64 " 2 - ^ 
Ebenso ergeben sich auch dfie Gleichungen zwischen den Constan- 
ten A, B, C und D einer Gleichung vierten Grades, wenn eine 
Wurzel^ dreifach, oder doppelf auftritt; doch sind dieselben com- 
plicirt und ergeben zu keinen weiteren Discussionen Anlass^ so dass 
wir deren Aufstellung hier unterlassen. 



]Vennnnd2iiranzi)^(§(teis Kapitel. 

Lösung der Gleichungen mittels symmetrischer Functionen» 

* « 

Allgemeines. Die in dem vorhergehenden Kapitel ange- 
wandten Gleichungen zwischen den Wurzeln einer Gleichung und 
den Constanten derselben, ausgedrückt durch symmetrische Functionen 
der Wurzeln, führen zu dem Gedanken, dass sich vermittels dieser 
Verbindungen der Wurzeln eine Lösung der Gleichungen leichter 
erzielen lasse; man sieht jedoch sofort, dass durch diese Beziehun- 
gen der Grad der aufzulösenden Gleichung nicht erniedrigt werden 
kann. 

Zunächst soll der Beweis nachgeholt werden zu dem bereits 
im vorigen Kapitel angegebenen Satze, dass jede symmetrische 
Function der Wurzeln einer Gleichung sich aus den Constanten 
derselben ableiten lässt. Die beliebig angenommene symmetrische 



— 272 — 

Function sei bezeichnet durch Via, /?...)• ^in jedes Glied der- 
selben hat alsdann offenbar die Form 

Äa^ß^fd^ ... 
wo die Exponenten a, b, c, b ... jeden beliebigen reellen Werth 
annehmen, also auch im Speciellen sein können. Da die Function 
eine symmetrische sein soll, so muss dieselbe, wenn n vcrschie 
dene Augen in dem obigen Ausdrucke auftreten, n! Summanden 
enthalten, die mit dem Coefficienten A multiplicirt sind. Denkt man 
sich die einzelnen Summanden, in welchen die Augen selbst nach 
bestimmter Ordnung (nach dem Alphabet) geordnet sind, ihrem Range 
nach geschrieben, d.h. nach fallenden Potenzen von a u. s. f. , so 
ist, wenn das oben angegebene Glied das erste in der geordneten 
Function ist, auch 

a gb, b^c, c^b u. s. f. 
Denn wäre dies nicht der Fall, sondern etwa 

a < b 
so müsste in der symmetrischen Function noch ein Glied von der 
Form 

Aa^ßY ... 
auftreten, was nach dem Vorhergehenden nicht möglich. Man kann 
daher auch das oben angegebene Glied in die nachstehende Form 
bringen : 

ia«-*' . iaßy>-' (aßy)^^ .... 
Bildet man nun das Product 

A {Say-^ . (Saßf-' . (Saßyy-^ . . . 
so enthält diese — offenbar symmetrische — Function als höch- 
stes Glied das in der Function V{q, ß,y .. .) ebenfalls als höchstes 
enthaltene 

Bezeichnet man das eben gebildete Product, das eine symme- 
trische Function der Grössen a, ß, y, d ... ist, »und dessen Dar- 
stellung durch die Coefficienten A, B, C, D... der Gleichung, de- 
ren Wurzeln, a,ß,y... sind, in die Augen springt, durch F'(a, ß, y ...), 
so ist offenbar 

V{a,ß,y...) - r{a,ß,y...) 
wiederum eine symmetrische Function der Glieder a, /?, y... und 
enthält dieselbe offenbar nicht mehr das Glied des ersten Ranges 
von V. Ordnet man wieder in der neu erhaltenen Function 
die einzelnen Glieder nach ihrem Range, und bildet auf gleiche 
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Weise wie oben eine svmmetrische Function aus dem Producte der 
entsprechenden Potenzen der Functionen SaySaß,Saßyu.sA\y so- 
dass das Glied höchsten Grades dieser Function mit jenem der 
oben erhaltenen Function V — F' übereinstimmt, so verschwindet 
offenbar dies Glied höchsten Grades in der neuen symmetrischen 
Function 

wenn man mit V^\a, ß,y .. .) die im Vorstehenden neu gebildete 
Function bezeichnet. 

Fährt man in der angegebenen Weise fort immer die 
Glieder höchsten Grades fortzuschaffen, indem man die durch Ay 
B, C... darstellbaren symmetrischen Functionen, die durch das 
Product der Potenzen von 5a, Saß u. s. w. gebildet werden, sub- 
trahirt, so muss, da nur eine endliche Anzahl von Gliedern von 
einem niedern Range als das höchste Glied der ursprunglichen 
Function V existirt, schliesslich eine Constante erhalten werden; 
es ist also 

Y— P— F" — ...== A- 
oder 

y:^lc+ F'+F''+... 
und ist somit Y {a, ß^y .,^y eine beliebige symmetrische Function 
der Wurzeln a, /?, /, d . . . stets darstellbar durch die Constanten 
A,B,C,D ... der Gleichung, deren Wurzeln ce, ß, y ... sind. 
Eine elegante Ableitung des Werthes irgend einer symmetrischen 
Verbindung der Wurzeln einer Gleichung aus den Gonstanten derselben 
hat Cauchy in seinen „Exercices de Mathematiques*' gegeben. 

Olelchungen zweiten Orades. Bei der allgemeinen Glei- 
chung zweiten Grades 

1. a?^+ia?-hÄ==0 

haben die beiden Constanten A und B zu den Wurzeln a und ß 
die bekannten Beziehungen: 

2. ^ A^ a -i-ß, 

B =«/?, 
und kann man daher auch die Wurzeln in die Form schreiben: 






«J:^+ 
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in welcher a und ß symmetrisch auftreten. Zieht man die Wur- 
zel aus dem Radicanden, so verschwindet die Symmetrie der 
Form. 

Gleichungen dritten Grades. Bezeichnet man dem Frü- 
heren (p. 15) gemäss die beiden complexen Wurzeln der Einheit 
durch Qi und ^2) so b^l- i^^" die Beziehungen: 

Die drei Wurzeln der allgemeinen Gleichung dritten Grades seien 
nach der stets angenommenen Bezeichnung er, /$, ^, so bilde man 
die Form: 

Um nun symmetrische Formen zu erhalten, bilde man die 6 mög- 
lichen Permutalionen dieses Ausdruckes : 

ct-^rßQi+YQi^ <^-^ßQi-^yQi^ fXQi+ß-^-yQi^ 

Es ist aber nach dem ^ erstehenden : 

5. {cc-^ßQi-^rQi)Qi = (xQi-^ßQi-^Vi^ 

{(x-hßQi-hrQi)Qi = (^Qt\-^ ß -h rQi* 

(ct+ß()i-hyQi)Qi = a^2+i^ + r(?i' 

(ct-\'ßQfi"yQi)Q2 = a(>2+/^^i-h'- "• s. t. 

Es reducirt sich somit die Betrachtung der sechs obigen Ausdrucke 
auf die der beiden 

in denen die übrigen alle (in den Cuben), wie mau sofort ersieht, 
enthalten sind. 

Man bezeichne die beiden durch wl und w*, so muss den 
Bestimmungen gemäss 

< + wl 
eine symmetrische Function sein , d. h. denselben Werth behalten, 
wie man auch or, ß und y miteiuandei' vertauscht. 

Den früheren Bestimmungen gemäss hat man sofort, wenn 
man noch bedenkt, dass stets 

6. 1+^1 -h(>2 = 
ist, für die drei Wurzeln die Beziehungen: 

«= 3 '-, 

*• '^ ~ 3 



r = 



3 
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Es sollen nun Wt und w^ resp. zunächst deren Verbindungen als 
symmetrische Functionen von a, ß, y abgeleitet und alsdann ihre 
Werthe durch die Constanten A, B und C dargestellt werden. 
Es ist: 

u>, .w?, = (ci-hßQt-hrQi) ' (cc-^-ßei-^YQi) 
8. = {a^-hß^-h f) + (aß-\-ar-hßr)(Qi-hQi) 

= Sa'^-hSaß . ((),4-^,). 
Es ist also das Product der beiden Grössen u>, und w^ eine sym- 
metrische Verbindung der drei Wurzeln. Denkt man sich nun u?J 
und wl als die Wurzeln einer quadratischen Gleichung, so kann 
man nach dem oben Abgeleiteten setzen 

wo a und b symmetrische Verbindungen sind; und zwar ist 

10. 2a = u?J+M?| = (u?j +u?2)(w?i -^^2Qt) (w?<-hM? 2^^). 

Drückt man die drei Factoren dieses Productes durch a, ß und y 
aus, so hat maa 

wi+M>2 = 2" — ß — y» 

IL wt+w^Qt = (2y — «— /J)^2' 

w,+W2()2= (2ßl—a--y)()iy 
und ist somit: 

also eine symmetrische Verbindung von a, /!^ und y. Es ist nun 
ferner noch: 

13. Wi — Wt = {ß — y)(Qi'-Qj), 

wt — w,(>, = (a— /9) (1 — (ij) , 






und somit ist 

14. 6 _-^-. « j ^^ j 

Es drücken sich daher die beiden Grössen Wi und to^ durch die 
folgenden symmetrischen Funclioncn von a, ß und y aus: 
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15. u>i 



\f 



{2 a-fi—r){^ß—a-y'(2r-cc—ß)-\-3iyl3{ft~ ß)Ha-^y)^ß^y) ^ 

2 



1^2 = 



V (2a-/9 y){2ß-a^y){2y-^a-ß) -■ 3i V3(«~/y)«(«^y)^/g-y )' 

Es müssen jetzt die unter den Wurzelzeichen auftretenden symme- 
trischen Functionen noch durch die Constanten i, B und C aus- 
gedrückt werden. 

Es ergibt sich aber durch einfache Umformungen die sym- 
metrische Verbindung: 

1 6. (2a— /J— y ) (2/J— a— y ) (2;^- a—ß) «= (3a+A)(3/?+ii) (3y+i4) 

-^'(-l-«)(-4-^)(-4-') 

= —2l\-^ + -^.Sa—^.Saß~Saßy\ 

Denkt man sich, um die zweite symmetrische Verbindung der 
Wurzeln auszudrücken, nachstehende Rechnung ausgeführt: 

17. (3a* -f 2Pa + (?) (3ß^ + 2Pß + (?) (3^* + 2Fr + (?) 

= 27 a2/9V^ + 18 P . 5a VV + 9 (? • -^^^^ 
4- 12 P2. 5a Vy + 6 F(? . 5a V + 3 Q\ Sa^ 
-h 41^0. Saß -h2PQ.Sa-h SP». aßy + Q^ 

und substituirt hierin P^^A und (?=ß, so ist, wie man sofort 
ersieht: 

18. (3a+2.4a + B) {3ß^ + 2Aß-\' 8) (3y2+2i4y + Ä) = 

27 C* — 18 i8C+4j3cr_ ^21^14.453. 

Anderseits ist aber auch 

19. 3a24-2^a + Ä-=c)a(a»+>fa* + Äa+0. 
sowie nach dem vorigen Kapitel 

20. S:,{x^-hAx^-\-Bx-hC)::=^ix—a){x-ß) 

+ {x—a)(x — y)-^{x—ß) (X— y). 
Daher hat man sofort: 
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21. 3f(-+2Aa-hB=(a—ß)(a-y), 

3ß*+2Aß+B=iß-a) (ß—y) , 
3y»+2^y+B- (y—a) (y-ß) , 

und ergibt sich hieraus die für die zweite oben gesuchte symme- 
trische Verbindung die Werthbestimmung: 

22. —{a—ß)^ia—y,^(ß—yr-=27C^ - 18 ABC +iÄ»C—A^B* 

Damit ist denn vermittelst der symmetrischen Functionen 
die allgemeine Gleichung dritten Grades aufgelöst und man hat die 
drei Wurzeiwerthe 

— A + Wi+w^ 



23. a 



3 

_ —A + WjQ.j + WoQt 



^^ 3 

wo sich Wi und tüj ^"^ ^^^ Gleichungen bestimmen: 

24. u>| « 



y 



' _2.4ä+9/lB-27C-|-3 V3 . ^27 C^-lS /lÄC+44äC-^2fi»+4ß», 



V 



_2i3^9^^— 27 g — 3 V3>/27 g^-18^gg +4^^C-^^i?^+4 g^ 

2 

Die Verification der Cardanischen Formel durch diese Glei- 
chungen ergibt sich leicht, indem man A=0 setzt. Bei der Wahl 
unter den Wurzeln von w^ und w^ bleibt die Einschränkung, dass 
stets deren Product den constanten Werth A^ — 3^ behalten muss. 

Gleichungen vierten Grades. Die Auflösung einer allge- 
meinen Gleichung vierten Grades, deren Constanten die Zahlen 
A, Ä, C und D und deren Wurzeln a, ßj y und d sind, mittels 
symmetrischer Verbindung dieser letztern erfolgt ähnlich wie die 
des dritten Grades. 

Eine symmetrische Function der vier Wurzeln lässt für jedes 
Glied 4! Permutationen, also 24 Werthe zu; lässt man jedoch 
stets je 2 Wurzeln z. B. a und ß einer - und y, d anderseits in 
derselben Weise in die Verbindung eintreten, so erhält man nur 
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4! 
— ^jT— ^-- =6 Werlhe; unterscheiden sich von bliesen je 2 wieder- 

um nur durch das Vorzeichen, so reducirt sieh dadurch, dass man 
die QuadraOe »immt, die ZaM «ki; Formen auf drei, dereti Verftin- 
düng also stets eine symmetrische* Fvulction der WurzeJn (Xjß,y,d 
ergibt. Es seien die sechs Formen gegeben: 

a-\-ß — y — d 

a— ß — y + d 

cc — ß + y — d 

^a — ß^Y + S 

— «-*-/?+/ — d 

— a-\-ß—Y + ö 

so unterscheiden sich die erste und vierte, zweite und fünfte, dritte 
und letzte nur durch das Vorzeichen. 

Bezeichnet man daher die drei ersteren mit z,, z,,, z„,y so 
werden die sechs Formen enihalten in z*, »*, «' . Die drei svm- 
metrischen Functionen dieser Zahlen seien 

25. • z^-^'Z^'^^zl^ = V 

z^z^z^ = W, 

so lassen sich also V, F, ]F durch die Zahlen A^ £, C und D dar- 
stellen. Es sind nun Äf, a* und ä,^, die drei Wurzeln der folgen- 
den cubischen Gleichung (der Resolvante der hiquadratischen Glei- 
chung): 

26. z^-^Vz^^-y^z-^W ^^, 

und kann man somit die drei Grössen 2^, z,,^ z„, bestimmen und 
erhält als Werthe der vier Wurzehi der Gleichung 

27. a^Z:±tl!+?Ji+^'", 

4 

o Ä-i-Zf Z,f—Zfff 

_ — A — gH-^/f — Zfff 

y 4 ' » 
ö 2 

Es ist hierbei klar, dass es nicht gleichgültig ist, welche Vor- 
zeichen man für z,, z,, und z„, erwählt; man kann vielmehr diese 
so wählen, wie bereits auch im zweiten Kapitel iu anderer Form 
gezeigt wurde, dass das Product der drei Grössen eine symmetri- 
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sehe Function ergibt. Die etwas langwierige Ausrechnung des 
Vorstehenden soll hier unterlassen werden und nur die Resultate 
der Rechnung gegeben werden, indem die Ausiubrung dem Leser 
überlassen bleibt. Es ist die Resolvante — deren Ableitung ver- 
mitlels der Zerlegung der Gleichung in zwei quadratische Formen 
weseatlich erleichtert wird — 

28. ä^+äHSB— 3 ^»)-ha(34*— 16 42/^+16 Ä2 + 16/iC—64D) 

^{A^—4AB-h8C)^ 
und die Quadratwurzeln z,, z,,, z,,, aus den Wurzeln dieser Glei- 
chung müssen mit solchem Vorzeichen gewählt werden, dass 
stets ist: 

29. Ä,. «„.«,,, = - (/!» — 4i4ß+8C). 
Olelehungen höheren Orades sind nicht Utokar 

durch symmetrische Fanetiofien der Wurzeln. Nach der 
Lösung der Gieichungen viertea Grades stellten sich die Mathema- 
tiker die Aufgabe; Jene des fünften allgemein durch die Weiterfüh- 
rung der eben angewendeten Methoden aufzulösen, aber vergeblich. 
Da stellte sich zunächst ein Italiener, Orsini, die Frage, ob über- 
haupt auf diesem Wege eine Lösung möglich sei; er verneinte 
diese Frage. Ganz unabhängig vor ii«ni lieferte Abel den Beweis, 
dass die Lösung einer Gleichung von höherem »Is dem vierten 
Grade durch symmetrische Functionen nicht möglich sei. 

Eine Wiederholung dieses Beweises, der auch einige Sätze 
aus der Zahlenlehre voraussetzt und auf der Betrachtung beruht, 
dass man bei mehr als vier Elementen (den Wurzeln) die Zahl der 
symmetrischen rationelieu Verbindungen nicht über 2 und unter 
5 zu bringen im Stande ist, während die Lösung der Gleichung 
fünften und höheren Grades dies voraussetzt, soll hier nicht gege. 
ben werden als zu weit führend und begnügen wir uns mit dem 
Resultate, dass eine Lösung der Gleichungen höheren Grades ver- 
mittelst der symmetrischen Functionen nicht mögüch ist. 
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DreiiSfiiig^fiitefii HapiteL 

Specielle Gleichungen und Rednctton allgemeiner Gleichungen auf 

specielle Formen. 

Einfache Oleiehungen. In einem trüberen Kapitel ( XY, 
p. 176 flg.) wurden die einfachen Gleichungen dritten und vierten 
Grades gelöst und später gezeigt, dass jede Wurzel von der Form 
p-hqi in einer Gleichung eine zweite von der Form p — qi conju- 
girt ist. [st n eine ganze positive Zahl, so ist die allgemeine Form 
einer einfachen Gleichung 

1. a;«— 1=:0. 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist offenbar 4- 1 und ist die Function 
Ji:^ — 1 durch s — 1 theilbar: 

2. ^^^=a;"-*+a?"-'+.. . + *-*-!. 

X — 1 

Denkt man sich zunächst n ungrade, also 

3. n = 2m+l, 

so zeigt die Form 2 mittels des Descartes'schen Satzes, dass die 
Gleichung keine zweite positive Wurzel enthalten kann. Setzt man 
nun noch 

x^—y 
in die Form 1 ein, so zeigt dieselbe 

da sie keinen Zeichenwechsel enthält, dass die Gleichung 1 auch 
keine negative Wurzel enthalten kann. 
Setzt man nun ferner 

4. n s= 2m 
also n grade, so zeigt die Form 

jr^'n — 1«=0, 
dass diese Gleichung sowol den Wurzelwerth -H 1 als auch — 1 
enthält, ausser diesen beiden Wurzeln aber keine andre reelle ent- 
halten kann. Es enthalten also die einfachen Gleichungen von 
gradem Grade nur eine reelle Wurzel („-Hl") und die von un- 
gradem Grade zwei reelle Wurzeln (+1 und — 1). 

Um nun die complexen Wurzeln zu bestimmen, setze man, 
wie bereits früher bemerkt^ 
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5. xss Q . (cosg) -i-isin y) , 

so erhält man 

6. Q^ (cos ng>-{'i sinn tp) — 1 = 0. 
Daher hat man: 

7. (>" . C05 n qp = 1 , 

Q^.sinnq) = 0. 

Hier ergibt sich sofort durch Quadrirung und Addiren: 

Q^^ {cos *ii y + sin ^n 9>) = 1 
oder 

d.h. der Modul q muss stets den Werth +1 haben. Damit nun 
gleichzeitig 

cosng>=l und sinnq>acO 
sei, muss 

8. nq>=si2m7t 

sein, wo m alle möglichen positiven ganzen Zahlen darstellen kann. 
Es muss daher sein: 

10. 9?== TT. 

n 
Es hat also jede Wurzel die Form: 

11. am= C0S2 -TT + i.sin2 -tt, 

n n 

wo m alle ganzen positiven Zahlen bedeuten kann. Da nun 
aligemein 

cos 2 TT = COS 2 — TT, 

8m 2 71 = stn 2 —TT 

n n 

ist, so erhält man, indem man fär m nacheinander die Zahlen- 
werthe 0,1,2,3... bis ins Unendliche in die Formel 11 einsetzt 
nur n verschiedene Wurzelwerthe, wie dies auch nach dem Frühe- 
ren nothwendig ist. 

Nimmt man z. B. n = 3, so erhält man für die drei Wur- 
zeln die bereits früher gefundenen Werthe der drei Cubikwurzeln 
aus der Einheit: 

a = cos2.f 7r+t.stn2.f ttä+I, 

j9 ss= cos f TT + t . sin f 71 j 
y = cos ^ TT -I- t . Sm. f TT. 

Die weiter sich ergebenden Werthe sind mit diesen identisch: 
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cos^7i-^i . sin f tt = cosO-bi . sm =+ 1 

u. s. f. 
Die Identität der auf diese Weise abgeleiteten Wurzeln mit den 
direcl bestimmten 

a= 1 

ist klar und lässt sich auch leicht an einem Kreise, dessen Radius 
den Werth 1 hat und in welchem der mit dem Grundradius ge- 
bildete Winkel deo Winkel (f darstellt, durch Kreistheilung zeigen. 

Die eben gefundenen Resultate lassen sich leicht auf die 
Gleichungen vierten Grades u. s. f. übertragen und man ersieht 
leicht, dass die Bestimmung der Wurzeln einer Gleichung nien 
Grades mit der Theilung eines Kreises in n gleiche Theile nur eine 
Aufgabe bilden. 

Kehrt man nun zu der allgemeinen Form der Wurzeln zu- 
rück und suche zunächst die conjugirte Wurzel zu irgend einer 
beliebigen Wurzel; die letztere sei, nach der früheren Bezeich- 
nung: 

of,„Ä cosz — n-hisin 2—7i. 
n n 

Es ist alsdann gemäss dem Früheren die conjugirte Wurzel 

cos 2 ~~ 71 — i sin Z — n. 
n n 

Da nun 

cos {271 — q))^cos(ps sin (2 tt — 9)) « — sin q>, 

so ist also die conjugirte Wurzel des oben angenommenen: 

12. an—m'^ cos z Tv-i-t.sinZ 7t. 

n n 

Ist n ungrade, so erhält man die Hälfte der complexen Wurzeln 

der einfachen Gleichung, indem man für m in die Formel 11 suc~ 

n> 1 

cessive die Werthe 1, 2, 3 . . . -^ — einsetzt und die diesen Wur- 
zeln (in derselben Reihenfolge) entsprechenden conjugirten Wurzeln 
erhält man, indem man für m die Werthe n — 1, n — 2, n — 3, . . . 

tii ~l~ 1 
-^r — einführt. Bei der oben angenommenen Bezeichnungsweise 

der Wurzeln ist für ein ungrades n jedenfalls 0^ = 1; wir können 
jetzt offenbar schreiben: 
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13. a5»-'+a?"-^+a?'^3+...+a?+l=: U— «,) (ar— 0f2)(a?— «3) . .. 

(aj— a«_i). 
Denkt man sich nun je zwei Factoren, welche complexe Wurzeln 
enthalten^ mit einander multiplirirt, so erhält man : 

14. ix — C08 2 —n — t8tnz — n)(X'—co82 — 7i-\'t smz — n) 

n n n n 

=0?* — ix »0082—71 -i- co8^2 —n'\- 8in^2 — 7i 

n n n 

ssX^ — 2x. cos 2 — TT + 1. 

n 
Man kann daher setzen: 

^ n—\ 

2 4M 

15. a;«-'+x»-2+...+a?+l = // (a?>— 2x cos 2- 7r+ 1) , 

n 

' a «M 

wo inaDunler/7 (x^ — 2xcos2— n+l) das Product aller Zah- 

len von der Form x^ — 2a7cos2 — tt+I versteht, wenn man für 

n 

n— 1 
m alle positiven ganzen Zahlen von 1 bis — ^ einsetzt. 

Die vorstehenden Betrachtungen ändern sich offenbar nur 
wenig, wenn man lür n eine grade Zahl annimmt; die beiden reel- 
len Wurzeln sind alsdann «q und an* Für grade und ungrade 

Werthe von n kann man die Formel 15 auch schreiben: 

16. j?»-'+.i»-2+a?"-»+...+jr4-l= il (a?— cos2— 7r~ism2^^). 

Aus diesem Alisdrucke ergibt sich eine merkwürdige Form für die 
Darstellung irgend einer Zahl durch ein Product von trigonometri- 
schen Functionen. Setzt man in der Formel 16 für x den Werlh 
1, so erhält man: 

17. n== n (1 — co82';^7T — tsin2~;r). 

Vereinfacht man nun den Grundfactor, indem man die Functionen 
der halben Winkel nimmt, so hat man: 

1 — cos 2— TT = 2 sin^ — 7C, 
n n 

8in2'—7i;ss2 stn — - 7i;.co8 — 7t. 
n n n 

Ui'ouke, Einieiliiiig in die höhere Algebra. *iO 
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Es ist somit 

18. n= n 12 sin — ^\ n n — t. cos -ttci. 

m^l \ "" \ n »* )/ 

= II I — 2 i$in "^ TT I cos "T TT + 1 . «m ■" TT J i 

ni=n— 1 ^ m=:)i--ly ^ ^ \ 

=( — 2!)'*~'. /I sin-rn, 11 Icos —Tr+tsin -- ttI 

Es ist aiso n jetzt durch zwei Produkte dargestellt} das letztere 
lässt sich aber nach der Moivre'schen Formel ausrechnen. Es ist 
nach derselben: 

in '"l^^ *^ _!_• 5? ^ 1+2+34-... +n-l 

19. n (cos —n-htsm-^uj^cos ti 



m=l 



. . . 1+2+3 + ...+W 1 

+ I . Sm TT 



n.n— 1 . . . n.n — 1 

= cos -^ '71+ 1 . Stn — jr TT 

w— 1 , . . n— 1 
= cos — ö~ ^+ * • stn —^ 71, 

Nach den oben und auch bereits früher bewiesenen Relationen 
stellt aber der letzte Ausdruck eine Potenz der imaginären Einheit 
dar und zwar ist: 

20. ^0^ o -*- 2 sm g- = I , 

cos 2 ^ + 1 . sm 2^1« — 1 =i^ , 

cos 3 ^+f .sm3p-= — i^=ii^ ^ 

cos4x-|-t.sm4^==-M = r, 
und ganz allgemein unter m irgend eine ganze Zahl verstanden: 

TT TT 

21. cos 4 m . ^ + t . «■» 4 w ^ = +1 = t *•» , 
cos(4«H-l)|+«.«m(4»H-l)2_ , = t^m+i, 

CO» (4»H-2) J+ .•.«.•tt(4m+2) | = - 1=1*'»+', 
cos (4»»+3) ^+!.s/m (4»n+3) ^= — t -i«"'-H' . 
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Setzt man die Resultate von (21 und 19) in die Gleichung (18) 
ein, so erhält man: 

ni'^n — 1 fn 

22. n = (- 2!)'»-i . n sin-r^' «"'"^ 

m=n — 1 fn 

= 2»-» . n sin — n, 

ni=l 

fst hierin im Speciellen noch n eine ungrade Zahl , so ist noch 

«* . n — tn 

sin — n — sin n 

n n 

und man hat daher stets zwei gleiche Factoren im Producte. Da- 
her kann man noch schreiben: 

2a n = 2«-^ I n sin "l^ n 

=:l n 



oder: 



»— 1 



Sin In. 



24. ^n=2 ~ n 

»1=1 n 

Diese letztere Formel stellt offenbar nur den positiven Wurzelwerth 
von n dar, da alle Winkel im ersten Quadranten liegen und ihr 
Sinus daher positiv ist. 

Methode *YOn Tsehimaus zur Elimination beliebig 
vieler Glieder einer Gleiehnng. Die Lösung einfacher Glei- 
chungen wurde uns in den Stand setzen eine jede andere Glei- 
chung auch zu lösen, wenn wir im Stande wären in einer Gleichung 
vom nten Grade alle Glieder ausser dem der nten und der Oten 
Dimension verschwinden zu lassen. Tschirnaus war der erste, 
welcher die i^löglichkeit einer Elimination beliebig vieler Glieder 
zeigte. 

Die allgemeine Gleichung sei: 

25. a7"-*-a,a?" ^-J-ajO?»-^-*-. .. + an-i^4-fln=0, 

wobei naturlich ai , a^... nicht die Binomial-Coefficienten, sondern 
die Constanten der Gleichung bedeuten. Denkt man sich nun irgend 
eine neue Gleichung: 

26. y = 6^+6,a;4-fe2-^" +... + 6ma?*", 

wobei m<:n sei, und eliminirt x zwischen (26) und (25), so ist die 
neu erhaltene Gleichung in Bezug auf y vom nten Grade, in wel- 
cher jedoch eine beliebige Anzahl von (loellicienlen durch geeignete 

20* 
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Wahl der Grössen 6^ , 6| u. s. f. verschwindend gemacht werden 
können. Diese Elimination kann man vermittelst symmetrischer 
Functionen erreichen. Es ist 
27. y*=Co + c,aj+C2Jr* + ... + c«_i£D' 



n— l 



,n-l 



y*=5o4-ö,a?+5,aj* +,.,. +ö«-iaj 



wenn man die höheren Potenzen von x mittels der Gleichung 25 
aus den Gleichungen (27) entfernt. Sofort ersieht man aus der 
Ableitung derselben, dass die Conslanten c^, C|, Cj ... ganze ho- 
mogene Functionen zweiten Grades der Grössen 6q, 6| , 62 « u-s.f. 
sind. Ebenso stellen ö^^ , ö| , öj . . . homogene Functionen dritten 
Grades derselben Grössen dar u. s. f. Behält man nun die Irühere 
Bezeichnungsweise über die Summe der Potenzen der Wurzeln 
einer Gleichung bei, und seien jene der Gleichung (25 durch 5a", 
die der durch Eliminaliin aus (25 und 26) erhaltenen Glei- 
chung durch Ja" dargestellt, so hat man den Complex von Glei- 
chungen : 
28. 2a^n.bf^+bt.Sa'\-bzSa^'h .. . 4-6«-i5a»«-*+6mSa« 

^a3= n öo 4- öi Sa + 5^ 5a2 + . . . + ön-iSa»-*, 
: : : • : 

: : : : 

2a»Ä np^-^-piSa-h +Pn-i Sa»-». 

Da also die Summen der Potenzen ^Sa^ Sa^ u. s. t. bekannt sind, 
so kann man aus denselben die Coefficienten der Gleichung für y 
ableiten und somit die letztere selbst. 

Anwendung der Methode TOn Tschlmaus auf die 
(illeichungen« Zu der allgemeinen Gleichung dritten Grades 

x^ + Äx^ + Äo? + C«0 
kann man die neue beliebige Gleichung 

in Verbindung bringen ; eliminirt man aus den beiden x^ so erhält 
man die neue Form: 

Die beiden Grössen a^ und ai in ihrem Verhältniss zu der dritten 
02 werden nun durch die (linearen resp. quadratischen) Glei- 
chungen 



— 287 — 

F«:Ound ß«0 
bestimmt, und erhält man so die neue Gleichung : 

aus welcher sich leicht die drei Wurzeln von y ergeben, die als- 
dann zu den Wurzel werthen von x führen. 

Eliminirle man aus der allgemeinen Gleichung vierten Grades 
X* + Äx^ + Bs^ -\-Cx'\- D=0 
mittels der neuen 

y ^ ÜQ -h ai X -h a2 x^ 
wiederum x, so erhält man eine Gleichung vierten Grades in Be- 
zug auf y, die sich leicht auf die in Bezug auf y^ quadratische 
Form : 

bringen lässt, indem man die Zahlen a^ und a^ in ihrem Verhält- 
niss zu a^ so bestimmt, dass die Coeftlcienten der ersten und drit- 
ten Potenz von y verschwinden. 

Die Auflösung der Gleichungen fünften Grades lässt sich 
durch dieselbe Methode stets auf die Lösung von einer der vier 
Formen reduciren: 

y^-\-py +^ = 0. 

Beciproke Oleichungen. Die allgemeine Form einer re- 
ciproken Gleichung nten Grades ist: 
29. a?* + Aaf-^ +• Äa;»~^ + . . . + Bx'^-i- Ax-\- 1 :*= 0. 
Es sind also die Coefficienten derjenigen Potenzen von x, deren Expo- 
nenten sich zu dem Grade der Gleichung ergänzen, einander gleich. 

Setzt man in (29) iur x den Werth — und multiplicirt als- 
dann mit y^j so erhält man wiederum die Form (29) und ent- 
spricht somit einem jeden Wurzelwerthe als ein zweiter der reciproke 
Werth der ersteren. Sobald also eine Wurzel bekannt, so ist auch 
mit ihr eine zweite bestimmt und muss sich eine reciproke Glei- 

n 
chung nten Grades daher auf eine andere Gleichung vom ^ Grade 

zurückfuhren lassen. Ist hierbei n eine ungrade Zahl, so sind die 
Summanden von gleichen Coefficienten , sobald man für o? s= — 1 
setzt, absolut gleichi abmr von umgekehrtem Vorzeichen, da der Ex- 



ponent m grade, wenn n — m ungrade ist und umgekehrt. Daher 
wird durch x = — 1 die Gleichung (29) befriedigt und ist somit 
stets — 1 eine Wurzel einer reciproken Gleichung von ungradeni 
Grade. Dividirt man aber die reciproke Gleichung (29) durch o^+l, 
so erhält man die neue: 
30. af^-^-^iÄ — l)a;«-^-f-(Ä— ^-M)a;«-3_|.^. 

+ JJ-/i-|-l)a?^ + (^ — l)x-hl = 0. 

Diese Gleichung muss, wie sofort aus der Bildung ihrer Coef- 
ficienten aus denen von (29) hervorgeht, selbst reciprok sein; sie 
ist hierbei vom (n — l)ten, also von gradem Grade und kann 
man somit, ohne die Allgemeinheit der Betrachtungen zu verrin- 
gern, bei der reciproken Gleichung (29) n für grad annehmen, wie 

dies nöthig ist, wenn man die Gleichung aut den - Grad zurück- 

führen will. 

Es ist nun allgemein : 

(1 \*" 

wo »ii m, u. s. f. die entsprechenden Binomial-Coefficienten von 

m bedeuten. Dividirt man nun die Gleichung (29) mit Xi, so er- 
hält man die Form: 

32. Jti+Ax'^ +Bx^~^-h... + Kx + L-hK— + .. 

+*-;r +A-7- . +—-0 

Beachtet man die Formel (31), so kann man jetzt auch die Glei- 
chung in folgende Form bringen : 



33. (^+i)+«(a>+i) ' + *(-+ i) 



— i 



+ ... 



+ *(x+i)+i=0. 



1 n 

welche in Bezug aut jj -h — vom ^ Grade ist. Die Coeificienlcn 

dieser Gleichung ergeben sich durch die Relationen: 
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a = A 

u. s. f. 
Es lassen sich daher nach den bereits gegebenen Resultaten recl- 
proke Gleichungen bis zum 9ten Grade auflösen. 

Die Reducirung einer allgenieinen Gleichung vierten Grades 
in eine reciproke durch Lösung einer Gleichung dritten Grades ist 
bereits im ersten Abschnitte gezeigt worden und ist es leicht nach 
den dort gegebenen Ausführungen eine allgemeine Gleichung drit- 
ten Grades in eine reciproke zu verwandeln. 



Kinn tid drei iss(lg;fiites( Kapitel. 

Näherungs- Methoden. 

Wurzel-Grenzen. Nach dem Früheren sind nur Gleichun- 
gen bis zum vierten Grade stets lösbar; da jedoch häufig Gleichun- 
gen höheren Grades auftreten, deren Wurzeln zu bestimmen sind, 
so wurden schon hübe Methoden gesucht, um einen oder mehre 
Wurzel werthu zi bestimmen, ohne dass man eine allgemeine Auflö- 
sung der Gleichung zu geben im Star:de war. Zunächst bedarf 
man daher der Grenzen, innerhalb deren die gesuchten Wurzel- 
werthe liegen müssen. 

Die allgemeine Gleichung sei 
1. a;«-f-^jr"-i+/ij:"~^ + ... + ^fa7 + iV = 0; 

alsdann wurde — in der Theorie der Functionen — gezeigt, dass 
wenn man x stetig aufeinander folgende Werthe beilegt, auch der 
algebraische Ausdruck stelig aufeinander folgende Werthe ergibt, 
deren Zu - oder Abnahme bereits bei den Derivationen gezeigt 
wuide. Graphisch dargestellt bilden die Werthe der Function eine 
Curve, während die Werthe von x durch die stetig aufeinander 
folgenden Punkte der j: Axe dargestellt werden. Schneidet die Curve 
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diese Axe, so ist also iur den entsprechenden Werth von x die algcbrai- 
sehe Function gleich Null, d. h. dieser entsprechende Werth von x 
ist eine Wurzel der Gleichung, und umgekehit, für jeden Wurzel- 
werth von x muss die durch die Function dargestellle Curve die 
X Axe schneiden. Nach dem Vorhergehenden muss also die Curve, 
welche durch die Function 1 dargestellt wird, n mal die Axe 
schneiden ; von diesen n Punkten kann jedoch ein Theil resp. alle 
imaginär sein d. h. in der nur reelle Werthe beücksichtigenden 
Figur schneidet die Curve die Axe nicht in allen, sondern nur in 
den die reellen Wurzeln darstellenden Punkten der x Axe. Ist 
n ungrade, so ist jedenfalls ein reeller Schnittpunkt vorhanden. 
Fasst man die vorstehenden Resultate zusammen, so bedeutet die 
Aufsuchung der reellen Wurzeln einer Gleichung (und von diesen 
soll hier nur gesprochen werden) im Analytischen die Be- 
stimmung der Schnittpunkte einer die entsprechende Function dar- 
stellenden Curve mit der x Axe. 

Ein solcher Schnittpunkt muss offenbar zwischen zwei Wer- 
then der Function liegen, von denen der eine positiv, der andere 
negativ ist. Solche Werthe nennt man Grenzen der Wurzeln und 
ist es augenscheinlich für die Aufßndung von Wurzeln von grosser 
Wichtigkeit die Grenzen zu bestimmen. Ist in der Gleichung (1) 

1. af + Ax""-^ Äx"-^ -*-...+ Fa;'»-'» Gx""-^-^ + ... Afo + iV=: 
der grösste negative Coefficient, der überhaupt auftritt, F, so ist 
der Werth der Function positiv, sobald 

2. — a?" ^ Fa?»*-»« + Ga?»-«~* + . . . 4- Wa? -f ^' 

ist, mögen die übrigen CoefOcienten positiv oder negativ sein. Um 
so mehr wird die Function positiv bleiben, wenn man x so 
wählt, (lass 

3. — a?»=i7a?«-"»+Fa?» "»-1 +... + Fa?-|-F 

= FCa?"-»" + a?"-"»-* + . . . + a; + 1) 

x — 1 
ist. Statt aus dieser Gleichung kann man auch x — ohne dass 
sich die obigen Betrachtungen ändern — aus der folgenden ab- 
leiten: 

X — 1 
Hieraus folgt jedoch sofort 
5. a?"-* (jp— 1)«= — F.* 
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Daher wird der Wertli des algebraibclieii Ausdruckes der Gleichung 
1 positiv bleiben, wenn man 

6. (x-lT^ — F, 
oder 

7. a?S 1-1-7—^ 

macht, wo F der grösste negative in der Gleichung auftretende 
Coeificient ( — I ist also positiv) und m dadurch bestimmt ist, 
dass F den CoefBcienten von a?"""* bedeutet. Es ist somit 

1+7— p 

eine obere Grenze aller in der Gleichung vorkommenden reellen 
Wurzeln ; denn nach den vorstehenden Betrachtungen kann es kei- 
nen reellen positiven Wurzelwerlh der Gleichung 1 geben, der 
grösser als dieser Werth wäre. Um so mehr wird stets 

1 -h ( — F) 
eine obere Wurzel-Grenze ergeben. 

Führt man nun in die Gleichung (1) für x den Werth — y 
ein, und bestimmt alsdann iür diese neue Gleichung diie obere 
Grenze, sie sei Ky so wird der Werth der Function für alle 
Werthe von 

8. s ^ — K 

negativ bleiben, und ist somit — K die untere Grenze der Wur- 
zeln der Gleichung. 

Bezeichnet man die obere Grenze der Wurzeln derjenigen 
Gleichung von yy die entsteht, wenn man in (1) für x den Werth 

~ setzt, mit Z, so ist offeßbar ^- eine untere positive Grenze der 

y i 

Wurzeln der Gleichung von x. Ebenso kann man auch noch eine 
obere negative Grenze der Wurzeln bestimmen und hat somit so- 
wol zwei positive, als auch zwei negative Werthe von x, zwischen 
denen die positiven resp. die negativen Wurzeln der Gleichung ein- 
geschlossen sind. In die analytische Betrachtungsweise übersetzt 
würde man durch die eben angegebenen Methoden diejenigen Punkte 
auf der positiven und der negativen Abscissen-Axe bestimmt haben, 
zwischen denen die Curve, welche die entsprechende Function dar- 
stellt, diese Axe schneidet. 

Beispiel. Es sei die Gleichung gegeben: 
a;5 __ 4j;Z _ 2x^ + lOo? + 21 = 0, 
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Bestimmt man zunächst eine obere positive Grenze, so findet man 
für dieselbe nach dem Obigen die Werthe 

a;=l-|-4 = 5 
oder besser: 

Zur Bestimmung der unteren positiven Grenze setzt man für x den 
Werth — und hat alsdann als neue Gleichung nach einigen leicht 
ersichtlichen Transformationen: 

y* + ^fy*- A2/'-Ay* + ^V = o. 

Auf gleiche Weise wie oben ergibt diese als obere Grenze den 
Werth 

Daher ist die untere positive Grenze der oben als Beispiel gewählten 
Gleichung 

Die positiven Wurzeln der Gleichung (resp. alle positiven, falls 
mehre vorhanden sind) müssen also > §} ""^ <3 sein. 

Setzt man, um die negativen Grenzen zu bestimmen, für x 
den Werth — y, resp. — ^, so ergeben sich die neuen Glei- 
chungen : 

y5_4y3^2y2^10y — 21 = 0, 



z 



5 



i^Ä*-,V^'+Ay'-^'i=o. 



und findet man als die oberen positiven Grenzen der Wurzeln der- 
selben die Werthe: 

y = 1+^7=3, 
£s sind daher die negativen Grenzen der gegebenen Gleichung 

71 = 31 

und 

X = — 3. 
Die negativen Wurzeln, falls solche vorhanden, sind daher < — 1| 
und > — 3. 

Gfanze Zahlen als Wnrzeln. Bei der Aufsuchung der 
Wurzelwerthe durch die Näherungsmethode muss man, wenn 
man nach dem Vorhergehenden die Grenzwerthe bestimmt 
hat, zunächst zu bestimmen im Stande sein, ob (innerhalb dieser 
Grenzen) ganze Zahlen, rationale oder irrationale Zahlen den Wur- 
zeln entsprechen. IVlan könnte daher die zwischen den Grenzen 
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gelegenen ganzen Zahlen, um mit dern einfachsten Falle zu hegin- 
nen, probeweise einsetzen, um die ganzen Wurzeln zu bestimmen; 
doch ist dieser Weg meist zu langwierig. Es sei « eine ganze 
Zahl und Wurzel der Gleichung (1), so ist also 

9. a» + ia«- * 4- ^«""^ + • • • -H^^« + ^==0. 

Sind nicht alle Coefficienten dieser Gleichung ganze Zahlen , so 
schaffe man die Brüche weg und es sei alsdann die Gleichung 

10. i'tt'i + ÄV-« -h C"a'»-'- + ... + ^/'a-fi\r'=0, 
s(f ergibt sich hieraus sofoit: 

11. — i^'«i'a«-»+J5'a«-^-|-... +.4/'. 

a 

In dieser Gleichung ist jedoch der Ausdruck au! der rechten Seite 
eine ganze Zahl, daher muss a ein Theiler von N\ der constanten 
Zahl der Gleichung sein. 

Es ist somit nach der Bestimmung der Grenzen für ganze 
Zahlen als Wurzelwerthe nur die Wahl zwischen den verschiede- 
nen Theilern von W. Weiterhin muss noch, wie die Fortsetzung 
obiger Betrachtungen zeigt, 



I « 

I — 



a 
ebenfalls eine ganze Zahl sein u. s. f SchliessHch muss der letzte 
Quotient, den man auf diese Weise erhält, A* sein:*^"* 
Es sei z.B. die Gleichung gegeben: 

^ ^4a;3_2rr* + 10a; -1-4=0. 
Die Theiler der Zahl 4 (da hier kein gebrochener Coefficient auf- 
tritt, so ändert sich die Constante nicht) sind -f 1, — 1, -f 2, — 2, 
-f- 4 und — 4. Bildet man unter Bezeichnung der aufeinander 
folgenden Quotienten durch Ot > Oi u. s. f. diese Quotienten , so 
hat man, wenn man „+1" in Betracht zieht: 

4—10 



0, ^j-^ 14,- 
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Da nun dieser letzte Quotient nicht gleich dem Coefficienten von 
x* ist, so ist „+!'* keine Wurzel, wie dies auch schon aus der 
unteren positiven Grenze ,, + 2'^ zu ersehen gewesen wäre. Bildet 
man die Quotienten für den Werth „+2'S so hat man: 

Da dieser Quotient gleich dem Coefficienten von oj* ist, so ist also 
„4- 2" eine Wurzel der Gleichung. Da die obere Grenze der po- 
sitiven Wurzeln ,,+3'* ist, und „+2" nach den früher gegebenen 
Gesetzen keine Doppelwurzel sein kann, so kann keine zweite po- 
sitive Wurzel auftreten. Dividirt man die obige Gleichung durch 
X — 2, so hat man die neue Gleichung: 

a.3_2a?«-6a?— 2=0. 
Dieselbe enthält, wie bereits oben bemerkt, keine positiven Wurzeln 
mehr; die untere und obere Grenze der negativen Wurzeln sind 
— 4 und — \y die dazwischen liegenden ganzen Zahlen, welche 
gleichzeitig Theiler von — 2, sind — 1 und — 2. Bildet man die 
Quotienten 

und 

SO zeigen dieselben, dass di« negativen Zahlen — 1 und ~ 2 keine 
Wurzeln sein können und enthält sottiit die als Beispiel angenom- 
mene Gleichung nur die eine ganze (und zwar positive) Zahl ,, + 2'^ 
als Wurzel. 

Gebrochene rationale Wurzelwerthe. Nachdem im 

Vorstehenden die Gesetze, wenn in einer Gleichung ganze Wurzeln 

auitrelen können, autgesucht sind, sollen die gewonnenen Resultate 

auf die Aufsuchung von Wurzeln, die rationale ßriirhe sind, ange- 

cc 
wandt werden. Es sei z. B. — eine rationale gebrochene Wurzel, 
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WO also a und ß zu einander relative Primzahlen sind, wo die 
Gleichung die oben angenommene Form 

12. i V+ ßV~* -h (7'a;«-^ + ... + ^f' j? -f iV' =0 
habe, unter A*, B* M.&X ganze Zahlen verstanden, so ist also: 

13. ^'a« 4- Ä'a«- * . /? + C". a~-^ . /^^ -f . . . -+- ^f' «/?»" ' + N'ß^ = 0. 
Es ist daher, wie nach den früheren Ausführungen sofort 

ersichtlich, da o und ß re'ative Primzahlen sind, ß ein Faktor von 
i' und a ein solcher von ^V'. Durch diese Eigenschaft ist die Wahl 
unter allen möglichen Werthen von o und ß eine beschrankte. 
Anderseits ist aber auch, wie man leicht berechnet: 

14. ^'j-n + Ä'a;«-« +... + ^fo'■h^'=(a? — ^)JA'a?"-* 



,11— t ^n-1 «"""'* 



a?«-3 + ... 



+ *'-isrz?+<^-SJ^+---^^' 



Daraus folgt sofort, dass, da links nur ganze Zahlen als Coef- 
ßcienten auftreten, also für jeden ganzen Werth von x die Func- 
tion eine ganze Zahl ist, auch der Ausdruck 



ii'j?»~i+/i'.^+Ä' )a;«-2 + (^' ^ + Ä'|-l-C' Va?» 



-3 . 

1^ • . . 

\ P" P f 






eine ganze Zahl sein muss. Unter Berücksichtigung der Gleichung 
13 ergibt sich demnach, dass man nur ganze Zahlen erhalt, 
wenn man successive die folgenden Ausdrücke bildet: 

ex ci^ OL * 

A.\ A^-T- -\r ß\ A*-^ -f- Ä' - -f- C ... 
ß ß^ ß 

deren letzter 

sein muss. 

Als Beispiel sei gegeben die Gleichung 

6a;«— 19jr5-f-13a?* — 20 0^3+48 a?^— 16 = 0. 
Um zunächst zu bestimmen , welche ganze Zahl |ein Wur- 
zelwerth sei, bemerke man, dass die verschiedenen Factoren von 
16 sind: 

±1, ±2, ±4, ±8, ±16. 
Bildet man nach dem Früheren die Quotienten für die po- 
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sitiven Zahlen — die Gleichung könnte nach ilem Descartes'schen 
Satze 5 positive Wurzein enthalten — so ersieht man sofort, da 
die Summe der positiven Coelhcienlen nichts gleich der der nega- 
tiven ist, dass „4-1*' (ebenso wie auch „— t*') keine Wurzel sein 
kann. Für „ -f 2" ist : 

Cft *= "2 ^ » C^2 ~2 " ' ^^ — 2 — 

-22+20 -1-13 „ ^ -7 + 19 . 

(?4 = — 2^- = — 1, (?5 = — 2 — =""'' Oft^ — 2 — ^' 

Es ist somit „+2" eine Wurzel der Gleichung, l^ividirt man da- 
her die Gleichung durch 07—2, so erhält man die Gleichung fünf- 
ten Grades 

6x^ - 7x* — x^ — 22x^-h4:x + 8^0, 

Verfährt man ebenso, wie eben , bei Bildung der Quotienten 
für die Factoren der Zahl „+8", nämlich ±1, ±2, ±4, ±8, so 
zeigt sich, dass „-I- 2' ebenfalls Wurzel dieser Gleichung oder eine 
Doppelwurzel der uisprünglich gegebenen Gleichung ist. Reducirt 
man daher obige Gleichung auf den vierten Grad durch Division 
mit dem Ausdrucke x — 2, so erhält man : 

6a?* +5*3 + 9a?2 — 4x — 4 = 0. 

Es sind nun die Factoren von -1-6: 

±1, ±2, ±3, ±6 
und von — 4: 

ztl, ±2, ±4. 

* Da, wie sofort ersichtlich, die Gleichung keine ganze Wurzel 

mehr enthält, anderseits aber auch Zähler und Nenner relative Prim- 
zahlen zu einander sein müssen, so könnten die Wurzeln sein : 

±h ±i» ±i> ±1- 
Führt man die oben angegebene Rechnung aus, so hat man 

für +4: 

^'^6, ^'.^ + Ä' = 3-h5«=8, 
p 

^'•^ + ^'•^ + ^ = 4 + 9 = 13; 

P P 

da dies jedoch keine grade Zahl ist, so kann die nächste Combi- 
nation keine ganze Zahl geben, daher ist 4-^ keine Wurzel. Bil- 
det man die entsprechenden Zahlen für —4, so hat man: 
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Ä' .^ + B' = — 3 + b = 2, 

P 

A'. ^ + B'. ^ + €'== — 1 + 9 =.S, 

P P 

^' • ^■*- ^' • >« ■*- ^' • V + ^'- ^-*- ^' = +4 — 4 = 

und somit ist — .^ eine Wurzel der Gleichung. In gleicher Weise 
findet man für -ff: 

ß 

ß' ß 

Also ist auch | eine Wurzel der Gleichung. Die reellen Wur- 
zeln der Gleichung sind somit 2, 2, \ und — |. 

Theorem TOn Sturm. Im Vorhergehenden wurden die 
leichteren Fälle behandelt, die Aufsuchung der ganzen und rationa- 
len Wurzeln; die doit gefundenen Resultate finden aber, keine An- 
wendung, sobald einzelne Coefßcienten einer Gleichung irrationale 
Zahlen und damit im Allgemeinen die Wurzeln irrational sind. 
Kehren wir hierbei zu der früheren discutirten Darstellungsweise 
einer Funktion durch eine Curve zurück. Bezeichnet man eine 
Gleichung allgemein durch 

15. F(a?) = 0, 

So gibt der Taylor'schen Lehrsatz für das Wachsthum der Func- 
tion die Entwicklung: 

16. F(^=bA) = ¥(x) ± dl¥. Yy + ^^'^^ ^ -^5^- |t + • • • 

und wird, wie bei den Functionen gezeigt wurde, bei genügend klei- 
nem A das Wachsthum der Function durch das Glied zkdiF.h be- 
stimmt. Denkt maii sich zwei aufeinander folgende Wurzelwerthe 
a und ß der Gleichung, oder analytisch dargestellt (die Figur wird 
als leicht construirbar weggelassen) zwei aufeinander folgende ' 



I 
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Schnittpunkte der durch die Function Fix) dargestellten Curve mit 
der X Axe, so muss, wenn in dem einen Falle die Curve aus dem 
Negativen in das Positive übergeht, umgekehrt bei dem folgenden 
Schnitte dieselbe aus dem Positiven in das Negative übergehen, 
wenn also im ersten Falle das Wachsthum der Function mit dem 
der Variabein gleiches Vorzeichen hat, so hat sie im zweiten Falle 
umgekehrtes. Damit dies aber eintrete, muss diF im ersten Falle 
positiv, im zweiten Falle negativ sein, oder ganz, allgemein mit 
andern Worten: Zwischen je zwei aufeinander folgenden Wurzel- 
werthen a und ß muss ein Zeichenwechsel der ersten Derivation 
stattflnden. Anderseits aber ist, wenn a eine Wurzel bedeutet, 
Fia-^e) von umgekehrtem Vorzeichen mit F(a— e), während d^F 
lür x^a^. e und x=^a~e gleiches Vorzeichen behält, und zwar 
haben Fix) und 8lF vor dem Wurzelwerthe d. i. vor dem Durch- 
gang der Curve durch die Axe ungleiches, nach demselben aber 
gleiches Vorzeichen. Diese Betrachtungen führten Fourier und 
Sturm zu einem Verfahren, die Grenzen zu bestimmen, zwischen 
denen die Wurzelwerthe eingeschlossen sind. Hier soll nur das 
Verfahren des letzteren näher besprochen werden. 

Nach Ausscheidung aller mehrfachen Wurzeln bilde man 
durch die folgenden Operationen die in denselben angegebenen 
neuen Functionen: 

J(a;) = 5, .öiF— F„: 

17. BlF^q.,. V^ -F3, 

u. s. f., 
wo F{x)^0 die Gleichung ohne mehrfache Wurzeln sei. Durch 
Fortsetzung dieser Operation flndet man 

18, ^n = Constans. 

Von diesen Functionen Fj , V^ u. s. f. ersieht man sofort nachste- 
hende Eigenschaften: 

l. Für denselben Werth von x können nie zwei aufeinan-- 
der folgende Functionen verschwinden. Denn wäre z.B. für 
irgend einen Werth von x r„» =0 und Fm+i =0, so müsste nach 
den Bestimmungsgleichungen (17) auch K^_i = 0, daher auch 
y^_2 -, sein u. s. f. , und daher wäre F{x) = ^1 . dlF, was nach 
dem Obigen unmöglich ist, da F{x) keine mehrfachen Wurzeln 
enthält. 



— 299 — 

2. Verschwindet irgend eine Function Fm för einen Werth 
von 0?, so haben für diesen Werth von x die vorhergehende und 
die folgende Function Vm—i und F^+i umgekehrtes Vorzeichen, 
und 

3. Durch das Verschwinden einer Function tritt keine Ver- 
minderung in der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihenfolge 
der Functionen 

F{x), Bit, V,, V^..,Vn 
ein, sondern der Zeichenwechsel wird bei dem Durchgange einer 
Function durch Null nur an eine andre Stelle gerückt. 

Nach dem Obigen geht aber, da nach dem Durchgange durch 
den Werth Null F(x) und d^F gleiche Vorzeicheto haben, während 
sie vorher eine inverse Folge bildeten, mit jedem Werth, für den 
die Function verschwindet, ein Zeichenwechsel verloren. 

Legt man daher der Variabein x zwei Werthe, z. B. a und b, 
bei und rechnet die Werthe alier obigen Functionen aus, so gibt 
die Differenz zwischen der Anzahl der Zeichen Wechsel, die in der 
Reihe der Functionen auftritt, die Anzahl der reellen Wurzeln an, 
die zwischen a und b liegen. 

Gibt man x die Werlhe — oc und H- oc. so erhält man die 
Zahl der reellen W^urzeln einer Gleichung aus der Zahl, welche die 
Verminderung der Zeichen Wechsel angibt. 

Beispiel. Es sei die Gleichung gegeben: 
F(a?) = a?*— 4a?3— 3a? + 23 = 0; 

alsdann ist: 

ai/?=4a?3-.12a;^-3. 
Bildet man nun die verschiedenen Functionen, so erhält man durch 
fortgesetzte Division: 

7^ « 3a;2 + 9 a: _ Y, 

^Z — 12 ^T^ 4 J 

V4 «= — Constans. 

Setzt man daher für x die Werthe + 00 und — 00 ein, so erhält 
man folgende Reihe von Vorzeichen : 

X F{x) BlF K, V, 74 

— oc + — 4- -f — 

-f 00 + 4- -f — — 
Es gehen somit beim Uebergange von x von +00 zu — 00 

Dronke, Einleiluog in die höhere Algebra. 21 
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zwei Zeichenweclise) verloren , und hat somit die obige Gleichung 
zwei reelle Wurzein (und somit auch zwei complexe). Setzt man 
für X den Werlh ein, so erhält man unter Beibehaltung der 
obigen Reihenfolge die Vorzeichen 

+ — — + — 
und sind somit, da die Anzahl der Zeichenwechsel mit jener für 
x= — oo übereinstimmt, die beiden Wurzelwerthe positiv. Setzt 
man für x den Werth 10, so zeigt die Reihenfolge der Zeichen 

+ + + — - 
welche nur einen Zeichenwechsel enthält, dass die Wurzeln der 
Gleichung zwischen und -f 10 liegen. Setzt man schliesslich 
0? = 2 und rc = 3 ein , so ergeben die Zahlen der Zeichenwecbsel, 
dass der eine Wurzelwerth zwischen 2 und 3, der andre zwischen 
3 und 10 liegt. 

NShernngsmethode Ton Newton. Durch das vorherge- 
hende Theorem ist man im Stande die Grenzen anzugeben, zwi- 
schen denen ein reeller Wurzelwerth liegen muss; diesen selbst zu 
bestimmen müsste man das Pro bir verfahren fortsetzen und würde 
man durch allmähliche Einengung der Grenzen einen genü- 
gend genauen Werth der Wurzel finden können; diese Methode 
würde jedoch eine sehr mühsame Arbeit geben; es müssen 
daher Methoden gesucht worden, um einen noch genaueren 
Näherungswerth zu bestimmen, sobald überhaupt ein Näherungs- 
werth resp. die Grenzen, zwischen denen ein und nur ein Wurzel- 
werth liegt, bekannt sind. Eine solche Methode ist von New- 
ton bereits angegeben, von Fourier vervollständigt. 

Nach dem Taylor'schen Lehrsatze ist: 

Ist nun a eine Näherungswerth der Wurzel, so hat man: 

19. F(a-H?) = Fia)-!- aiF. |-|-. . . , 

wo man unter F{a) den Werth der Function t (x) für x ^^ a 
versieht, und dlF die Derivation der Function F(x) nach x ver- 
steht, in welcher für x der Werth a gesetzt ist. 
Setzt man nun 

20. F(a-f-5)-0, 
so ist 
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Ist nun $ sehr klein, was um so mehr d^r Fall ist, als a ein grös- 
serer Nährungswerth ist, so kann man die zweiten Potenzen von 
I vernachlässigen und erhält somit 

'^^' ^"" ÖIF' • 

Hierdurch wird nun zwar '§ so gewählt, dass die Gleichung (20) 
im Allgemeinen nicht mehr statthat , aber es wird a + 1 ein bes- 
serer Näherungswerth sein, als dies fär a der Fall war. Nachdem 
man so einen näheren Werlh bestimmt hat, geht man von diesem 
aus und bestimmt auf dieselbe Art ein neues §' der Art, dass o+^+S' 
der Wurzel noch näher liegt, als dies für a+^ der Fall war u.s.f. 
Aul' diese Weise ist man also im Stande dem wirklichen Wurzel- 
werth sich beliebig zu nähern. 

Nähme man das frühere Beispiel, 

x*—4x^ 3a? -1-23=0, 
so gibt das Theorem von Sturm leicht die Grenzen +2 und 2,1. 
Wendet man obige Näherungsmethode an, so findet man: 

und ist daher ein zweiter, genauerer Näherungswerth 

2yV oder 2,05. 
Geht man von letzterem aus, so findet man 

0,0505625 _ 

5 18;7695 -"'^''^"- 

und ist somit der folgende Näherungswerth 

2,0527... 

u. s. f. 
Die obigen Entwicklungen, bei denen man ebensowol von der obe- 
ren als auch von der unleren Grenze ausgehen kann im erstem 
Falle ist der neue Näherungswerth a—^, im zweiten a+5) — be- 
ruhen offenbar zunächst darauf, dass F(a) und d^F von verschie- 
denem Vorzeichen sind; andernfalls wurde Inirht das erforderliche 
Vorzeichen haben. Dass dies jedoch der Fall ist, ersieht man aus 
den früheren Betrachtungen, nach denen f{x) und c'^F vor dem 
Wurzelwerthe ungleiches, nach dem Wurzelwerlhe gleiches Vor- 
zeichen haben. Unrichtig wird dagegen die obige Methode, wenn 

21* 
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5 so gross wird, class (i + ? bereits grösser als der Wurzelwerth 
(resp. a—^ kleiner als derselbe) ist, oder 5 grösser als die Diffe- 
renz der beiden Grenz werthe wird; in diesem Falle ist offenbar 
keine Näherung an den wirklichen Wurzelwerth durch die New- 
ton'sche Methode möglich. 

Eine Erörterung dieser s|)eciell«*n Fälle soll hier — da dies 
zu Weit fuhren wurde — nicht unternommen werden. 
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p. 158. Z. 7 von unten lies d^F für 5^F; 

p. 158. 



Ö-F 



^ =. 1. 5JF diF 

Z. 5 von unten lies -^ statt 57^ ; 
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p. 160. Z. 17 von unten lies F = x^ — y^ statt F^x — y^; 

p. 160. Z. 10 von unten lies Fj^-f./», y^k ; 

p. 160. Z.8 V. unten lies Fa;^./,, y4.^ «a;* — ^y*4-2(x- — yy)h'^{\ y^hh"^, 

p. 163. Z. 12 von oben lies Symmetrische; 

p. 164. Z. 3 von unten lies d^F statt d; 

p. 168. Z.7 von unten lies a ^^i ««4^1 . ..«T 
p. 169. Z. 13 von oben lies (ü^)^ statt (pjl? 






